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Sazˇetak
Unutar modela mnogocˇesticˇne lokalizacije koriˇstena je aproksimacija reducirane
baze za izracˇun korelacijskih funkcija. Razmatran je Heisenbergovog model lanca s
neredom koji se mapira na fermionski model bez spina. Unutar njega je racˇunata
krutost nabojnih stupnjeva slobode te njena ovisnost o jakosti nereda. Krutost po-
prima konacˇne vrijednosti za jaki nered unutar neergodicˇne faze dok nestaje u gra-
nici slabog nereda. Rezultati aproksimacije reducirane baze usporedeni su s egzak-
tnim vrijednostima u razlicˇitim rezˇimima parametara te su raspravljena pojedina
tipicˇna i netipicˇna ponasˇanja metode u ovisnosti o konfiguracijama nereda. Pose-
bice, aproksimacija reducirane baze pokazuje svoje prednosti pri racˇunanju dugo-
vremenskih korelacija za jacˇe nerede, sˇto omoguc´uje proucˇavanje sustava linearnih
dimenzija koje nije moguc´e ispitati metodama egzaktne dijagonalizacije. Vrijednosti
krutosti gustoc´e naboja dobivene egzaktnom dijagonalizacijom nadopunjene su vri-
jednostima krutosti gustoc´e naboja sustava vec´ih linearnih dimenzija dobivenim u
aproksimaciji reducirane baze te su ukupni rezultati skalirani na termodinamicˇku
granicu. Rezultati skaliranja ukazuju da na jakim neredima krutost nabojnih stup-
njeva slobode ostaje konacˇna kako linearna dimenzija sustava raste dok u granici
slabog nereda iˇscˇezava, sˇto sugerira pojavu mnogocˇesticˇne lokalizacije, odnosno pri-
jelaza iz ergodicˇne u neergodicˇnu, lokaliziranu fazu za konacˇnu kriticˇnu vrijednost
jakosti nereda i u termodinamicˇkoj granici.
Kljucˇne rijecˇi: mnogocˇesticˇna lokalizacija, aproksimacija reducirane baze, krutost
gustoc´e naboja, ergodicˇnost.
Many-body localization: Long-time
charge-density correlations
Abstract
Within the model of many-body localization reduced basis approximation is used
to evaluate correlation functions. Heisenberg spin chain with disorder is studied
which maps directly to the disordered chain of spinless fermions. Within this mo-
del charge-density stiffness and its dependence on disorder strength is calculated.
Stiffness remains finite for strong disorder within the non-ergodic regime, while its
value vanishes in the limit of weak disorder. Results of reduced basis approximation
are compared with exact values in various parametric regimes and some typical and
atypical behaviours of the method in dependence on disorder configurations are dis-
cussed. Reduced basis approximation shows its advantages in calculating correlati-
ons in systems with strong disorder, which enables to study systems with large linear
dimensions that can not be studied by standard methods of exact diagonalization.
Values of charge-density stiffness obtained by exact diagonalization are extended
with the values of charge-density stiffness of the systems with larger linear dimen-
sions obtained by reduced basis approximation and combined results are scaled to
thermodynamic limit. Results of scaling indicate that in strong disorder limit charge-
density stiffness remains finite as the system size increases, while vanishes in the
limit of weak disorder, which signals appereance of many-body localization and tran-
sition from ergodic to nonergodic, localized phase at some critical value of disorder
strength even in thermodynamic limit.
Keywords: many-body localization, reduced basis approximation, charge-density stif-
fness, ergodicity.
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1 Uvod
Kvantna statisticˇka fizika formulirana je pojavom kvantne mehanike josˇ u prvoj polo-
vici prosˇloga stoljec´a i u meduvremenu se potpuno integrirala u mnoge pristupe ko-
jima se teorijski razmatraju razlicˇite pojave u mnogocˇesticˇnim sustavima [1]. Mozˇe
se slobodno rec´i kako je kvantna statisticˇka fizika danas jednostavno nezaobilazna
u atomskoj fizici i fizici kondenzirane materije, koje omoguc´uju sintezu, kontrolu i
proucˇavanje novih fizikalnih sustava s jako koreliranim kvantnim stupnjevima slo-
bode [2–7]. Takvi sustavi pak otvaraju moguc´nost prema otkrivanju novih kvantnih
fenomena cˇije teorijsko razumijevanje zahtijeva potpun opis u okviru mnogocˇesticˇne
kvantne fizike.
U mnogim problemima fizikalno je potpuno opravdano pretpostaviti da je pro-
matrani sustav u termalnoj ravnotezˇi sa svojom okolinom, vanjskim rezervoarom
[8]. Tada se promatrani sustav mozˇe opisivati preko dobro poznatih koncepata rav-
notezˇne statisticˇke fizike, krec´uc´i na niskim temperaturama od njegovog osnovnog
stanja i niskolezˇec´ih pobudenja, sˇirec´i njihov opis sve do kriticˇnih ponasˇanja i faznih
prijelaza [9].
Novi proboji u eksperimentalnoj fizici omoguc´uju izravno simuliranje i izoliranih
mnogocˇesticˇnih kvantnih sustava, kada oni nisu u termalnom kontaktu s bilo kakvim
vanjskim rezervoarom [10]. Odnosno, razvijeni su i brojni pristupi koji omoguc´uju
izravan uvid u procese termalizacije koji dovode do uravnotezˇivanja izoliranih kvant-
nomehanicˇkih sustava. U tom kontekstu postavlja se posebno zanimljivo pitanje sˇto
se dogada sa sustavom nakon njegove proizvoljno duge vremenske evolucije bez do-
dira s okolinom?
U izoliranom mnogocˇesticˇnom kvantnom sustavu bez medudjelovanja nema pri-
jenosa impulsa i energije medu cˇesticama, a to dovodi do zakljucˇka da takav sustav
ne mozˇe doc´i u termalnu ravnotezˇu, odnosno termalizirati se. Ipak, termodinamicˇka
svojstva idealnih plinova redovno se opisuju u terminima ravnotezˇne statisticˇke fi-
zike [1]. Razlog tome je sˇto zapravo niti jedan sustav nije u potpunosti idealan,
odnosno uvijek postoji neko medudjelovanje izmedu cˇestica pa makar ono bilo i pro-
izvoljno slabo. Upravo je u aproksimaciji idealnog plina medudjelovanje toliko slabo
da je zanemarivo u odnosu na kineticˇku energiju cˇestica pa se stoga niti ne uzima u
obzir pri racˇunanju statisticˇkih usrednjenja. Medutim, njegova uloga je i dalje vazˇna,
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a to je dovodenje sustava u termalnu ravnotezˇu.
Nasuprot sustavu nezavisnih cˇestica, scenarij termalizacije u izoliranom mnogo-
cˇesticˇnom kvantnom sustavu s medudjelovanjem medu cˇesticama obicˇno podrazu-
mijeva da sustav mozˇe djelovati kao svoj vlastiti rezervoar [11–14]. Unutar takvog
scenarija za svaki podsustav, koji sadrzˇi manji broj stupnjeva slobode originalnog
sustava, ostatak podsustava djeluje kao vanjski rezervoar. Ukoliko dinamika sustava
ispunjava ovo svojstvo, odnosno ukoliko je ergodicˇna [1], ravnotezˇni statisticˇki an-
sambli u potpunosti opisuju dugovremensko ponasˇanje promatranog podsustava opi-
sanog s nekoliko globalnih parametara pridruzˇenih sacˇuvanim velicˇinama u sustavu.
Medutim, nova istrazˇivanja mnogocˇesticˇnih sustava s nasumicˇnim neredom ukazuju
na postojanje i suprotnog, neergodicˇnog ponasˇanja, kada se kvantni mnogocˇesticˇni
sustavi unatocˇ medudjelovanju medu cˇesticama ne uspijevaju termalizirati cˇak niti
na jako dugim vremenskim skalama. Konkretno, ovdje se misli na sustave u kojima
se pojavljuje fenomen mnogocˇesticˇne lokalizacije (MBL1) [15–17].
Vazˇan doprinos problemu lokalizacije u kvantnim sustavima dao je P. W. Ander-
son josˇ sredinom prosˇloga stoljec´a kada je promatrao problem dinamike jedne cˇestice
u nasumicˇno raspodijeljenom potencijalu koji simulira nered [18]. Kako je poka-
zano, kvantni sustavi s nasumicˇnim neredom karakterizirani su gusˇenjem transporta,
sˇto je posljedica eksponencijalnog trnjenja jednocˇesticˇnih valnih funkcija u realnom
prostoru. Kao rezultat toga, cˇestica ostaje lokalizirana nasumicˇnim neredom, a ovaj
ucˇinak najizrazˇeniji je u niskodimenzionalnim sustavima (d ≤ 2) [19].
Vazˇno pitanje vezano za Andersonovu lokalizaciju svakako je ono koliko je ona
singularna u medudjelovanju medu cˇesticama, odnosno hoc´e li se mnogocˇesticˇni
sustav delokalizirati cˇim se ukljucˇi medudjelovanje medu cˇesticama? Ako lokali-
zacija u ovom smislu nije singularna pojava, onda postoje sustavi za koje dolazi do
mnogocˇesticˇne lokalizacije, odnosno sustavi u kojima postoji MBL faza. Postojanje
takve MBL faze znacˇilo bi i postojanje izoliranog mnogocˇesticˇnog kvantnog sustava s
medudjelovanjem i neergodicˇnom dinamikom, koji bi bio karakteriziran odsustvom
transporta globalno sacˇuvanih velicˇina. Takav neergodicˇan sustav jednom izbacˇen iz
ravnotezˇe ostajao bi u neravnotezˇnom stanju, odnosno takav izolirani MBL sustav ne
bi se uspijevao termalizirati.
Intenzivna istrazˇivanja mnogocˇesticˇne lokalizacije pokrenuli su radovi [20, 21],
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gdje je sugerirano da je fermionska jednocˇesticˇna lokalizirana faza perturbativno
stabilna s obzirom na slabo medudjelovanje. U meduvremenu, najviˇse pazˇnje pri-
vukle su numericˇke simulacije druge granice, one jakog nereda, kada je lokalizacija
mnogocˇesticˇnog sustava potaknuta smanjenjem ucˇinaka medudjelovanja zbog male
lokalizacijske duzˇine jednocˇesticˇnih stanja u jakom neredu [22–26].
Danas postoje i eksperimentalne indikacije o postojanju MBL sustava, odnosno
sustava s neergodicˇnom dinamikom [16,17]. U sustavu ultrahladnih atoma nered se
mozˇe simulirati laserskim zrakama koje stvaraju kvaziperiodicˇki potencijal te je Fesh-
bachovim rezonancama moguc´e podesiti jacˇinu medudjelovanja izmedu atoma [16],
odnosno moguc´e je eksperimentalno realizirati jednodimenzionalni Aubry-Andre´ mo-
del [27] s medudjelovanjem [28]. Unutar takvog postava eksperimenta pocˇetno
stanje pripremljeno je u obliku vala gustoc´e naboja [29] te je pusˇteno evoluirati u
vremenu. Promatrano je dugovremensko ponasˇanje razlike zaposjednuc´a pocˇetno
popunjenih i pocˇetno praznih cˇvorova te je na temelju dobivenih mjerenja naprav-
ljen fazni dijagram modela u ovisnosti o jacˇini nereda ∆ i jacˇini medudjelovanja U ,
sˇto je prikazano na slici 1.1. Za ergodicˇne sustave razlika zaposjednuc´a nestaje u du-
govremenskom limitu, dok bi za neergodicˇne sustave neujednacˇenost zaposjednuc´a
pocˇetno popunjenih i pocˇetno praznih cˇvorova trebala ostati vidljiva i na dugim vre-
menima, sˇto je u eksperimentu opazˇeno u parametarskom rezˇimu naznacˇenom na
slici 1.1 zˇutom bojom.
Medutim, pri analizi rezultata vezanih uz pojavu MBL faze valja biti na oprezu
radi moguc´e vrlo spore dinamike takvih sustava, zbog koje je onda potrebno gledati
relaksacije sustava na vrlo dugim vremenskim skalama. Naime, u sustavu ultrahlad-
nih atoma postoji problem sˇto je promatrani sustav samo konacˇno vrijeme u dobroj
aproksimaciji odvojen od okoline, pa se ne mozˇe odbaciti moguc´nost da se sustav ipak
ponasˇa ergodicˇno na puno duljim vremenskim skalama nego sˇto je karakteristicˇna
vremenska skala eksperimenta. Slicˇno, zbog konacˇnih linearnih dimenzija sustava
dostupnih numericˇkim simulacijama, duge vremenske skale odmah otvaraju pitanje
vazˇnosti ucˇinaka rubnih uvjeta, cˇime se automatski pojavljuje i problem skaliranja
rezultata dobivenih na temelju proucˇavanja manjih, konacˇnih sustava na termodi-
namicˇku granicu.
Cilj ovoga rada je aproksimativnom metodom racˇunati dugovremenske korelacije
gustoc´e naboja, cˇije konacˇne vrijednosti signaliziraju pojavu MBL faze [30, 31] na
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Slika 1.1: Shematski prikaz jednodimenzionalnog Aubry-Andre´ modela s
medudjelovanjem, pocˇetnog stanja pripremljenog u obliku vala gustoc´e naboja te
faznog dijagrama modela. A. Pocˇetno stanje pripremljeno u obliku vala gustoc´e na-
boja, gdje se svi atomi nalaze samo na cˇvorovima e. B. Fazni dijagram modela. U
ergodicˇnoj fazi (bijela boja) dolazi do brzog raspada vala gustoc´e naboja, dok u ne-
ergodicˇnoj fazi (zˇuta boja) val gustoc´e naboja opstaje i na dugim vremenima. C.
Vizualna reprezentacija razlicˇitih cˇlanova jednodimenzionalnog Aubry-Andre´ hamil-
tonijana s medudjelovanjem. Preuzeto iz [16].
sustavima linearnih dimenzija koje inacˇe nije moguc´e proucˇavati metodama egzak-
tne dijagonalizacije (ED). Ideja aproksimativne metode je postavljanjem rezonantnog
uvjeta izdvojiti najrelevantnija stanja za proucˇavanje dugovremenske dinamike oda-
branog modela. Takva stanja tvore reduciranu bazu koja sadrzˇi (znatno) manji broj
stanja u odnosu na ukupan broj stanja, sˇto omoguc´uje proucˇavanje dugovremenskih
svojstava sustava veliki linearnih dimenzija. Stoga se takva metoda naziva aprok-
simacija reducirane baze (ARB), koja se pokazuje izrazito efikasnom u proucˇavanju
sustava s jakim neredom, odnosno za sustave s jakim neredom omoguc´uje sigurniju
raspravu o skaliranju rezultata na termodinamicˇku granicu.
Ovaj rad je strukturiran na sljedec´i nacˇin. Poglavlje 2 je uvodno poglavlje u
kojemu je razmotren proces termalizacije genericˇkih kvantnih sustava. U poglav-
lju 3 ukratko je opisana Andersonova lokalizacija te su iznijeti glavni rezultati i
predvidanja mnogocˇesticˇne lokalizacije. Zatim je u poglavlju 4 opisan nacˇin na koji
je moguc´e efikasno odabrati relevantna stanja reducirane baze za proucˇavanje dugo-
vremenske dinamike sustava kada se ocˇekuje pojava MBL faze. U poglavlju 5 pro-
matrana je dugovremenska korelacijska funkcija gustoc´e naboja te su na temelju do-
bivenih numericˇkih rezultata unutar jednodimenzionalnog modela medudjelujuc´ih
elektrona bez spina s neredom iznijeti neki zakljucˇci o svojstvima ergodicˇne i lokali-
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zirane faze, uz ocjenu prednosti koriˇstene aproksimativne metode. Konacˇno, ARB je
koriˇstena za izracˇun dugovremenskih korelacija u sustavima velikih linearnih dimen-
zija te su dobiveni rezultati skalirani na termodinamicˇku granicu uz raspravu faznog
dijagrama.
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2 Kvantna termalizacija
U ovom poglavlju najprije je razmotren pojam termalizacije. Zatim je proces termali-
zacije podrobnije proucˇavan u kontekstu izoliranih mnogocˇesticˇnih kvantnih sustava.
Na kraju je iznesena hipoteza o termalizaciji svojstvenih stanja (ETH2) koja postav-
lja stroge uvjete na strukturu svojstvenih stanja izoliranih mnogocˇesticˇnih kvantnih
sustava u kojima dolazi do termalizacije.
2.1 Pojam termalizacije
Zanimljivo pitanje koje se postavlja u fizici jest sˇto se dogada sa sustavom priprem-
ljenim u nekom stanju nakon proizvoljno dugog vremena? Promatrani sustav obicˇno
se sastoji od velikog broja cˇestica s mnogo stupnjeva slobode, odnosno mnosˇtvo
moguc´ih mikroskopskih realizacija. U takvim uvjetima cˇesto se svojstva sustava na
dugim vremenima mogu opisati manjim brojem dobro definiranih fizikalnih velicˇina
[1, 8]. U tom slucˇaju sustav je definiran jednim makroskopskim stanjem, gdje su
svojstva sustava u potpunosti opisana s nekoliko usrednjenih velicˇina jednakima za
cijeli sustav cˇije se vrijednosti ne mijenjaju u vremenu. Za takav sustav se kazˇe da
se nalazi u termalnoj ravnotezˇi, te se proces dolaska sustava u termalnu ravnotezˇu
naziva termalizacija. Ovo sugerira da je proces termalizacije povezan s gubitkom bilo
kakve lokalne informacije o pocˇetnom stanju sustava.
Termalizacija se opravdava hipotezom o ergodicˇnoj dinamici sustava, odnosno
pretpostavkom da su sve mikroskopske konfiguracije sustava jednako vjerojatne na
dugim vremenskim skalama. Tada se dugovremenska svojstva sustava uistinu dadu
opisati preko usrednjenih velicˇina, gdje se za izracˇun njihovih ravnotezˇnih vrijednosti
mogu koristiti predvidanja ravnotezˇne statisticˇke fizike, odnosno mogu se racˇunati
usrednjenjem preko statisticˇkih ansambala.
2.2 Termalizacija u izoliranim mnogocˇesticˇnim kvantnim susta-
vima
U mnogim slucˇajevima fizikalno je opravdano pretpostaviti da je sustav vezan na
svoju okolinu. Okolina je takoder neki sustav koji se po pretpostavci zbog svoje
2eng. eigenstate thermalization hypothesis
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velicˇine i nasumicˇnog karaktera ponasˇa ergodicˇno, odnosno nalazi se u termalnoj
ravnotezˇi koja ne mozˇe biti narusˇena zbog vezanja sustava na okolinu. Ukoliko sus-
tav s okolinom izmjenjuje energiju i cˇestice na nacˇin da je njihovo medudjelovanje
dovoljno slabo da kvalitativno bitno ne mijenja sama svojstva sustava, kazˇemo da je
sustav u termalnom kontaktu s okolinom, te da okolina za sustav djeluje kao vanj-
ski rezervoar. Prema nultom zakonu termodinamike tada c´e i promatrani sustav
nakon dovoljno dugog vremena biti u termalnoj ravnotezˇi opisan onim istim termo-
dinamicˇkim parametrima koji opisuju okolinu. Drugim rijecˇima, promatrani sustav
u termalnom kontaktu s okolinom c´e i sam biti u termalnoj ravnotezˇi i u ravnotezˇi
s okolinom. No postoje i sustavi koji su u dobroj aproksimaciji izolirani od okoline
te se postavlja pitanje sˇto se dogada s proizvoljnim pocˇetnim stanjem takvog sustava
na dugim vremenskim skalama? Posebice, termalizira li se izolirani mnogocˇesticˇni
kvantni sustav voden jedino vlastitom dinamikom?
Za pocˇetak, dinamika izoliranog mnogocˇesticˇnog kvantnog sustava je unitarna
[32] pa nije isprva jasno kako uopc´e mozˇe doc´i do termalizacije. Odgovor na ovaj
problem lezˇi u tome da se unitarnom evolucijom lokalna informacija o pocˇetnom
stanju ne gubi, vec´ je skrivena u sustavu preko makroskopskog broja mikroskopskih
stupnjeva slobode ako se sustav termalizira [15]. Za to je odgovoran proces dekohe-
rencije [32], odnosno sˇirenje kvantne prepletenosti koje rasipa lokalnu informaciju
o pocˇetnom stanju sustava po cijelom sustavu. U skladu s time, izvodenjem samo
lokalnih mjerenja na samo nekim stupnjevima slobode sustava ne mozˇe se povratiti
potpuna informacija o pocˇetnom stanju sustava, pa se s pravom mozˇe rec´i da se takvi
kvantni sustavi ponasˇaju jednako kao da su termalizirani.
U kontekstu termalizacije izoliranih mnogocˇesticˇnih kvantnih sustava uobicˇajeno
je promatrati ponasˇanje makroskopskih opservabli manjih podsustava originalnog
sustava. Izolirani sustav prakticˇno je podijeliti na dva dijela, A i B, gdje je podsustav
A manji u odnosu na B, u smislu da omjer broja stupnjeva slobode ova dva podsus-
tava iˇscˇezava u termodinamicˇkoj granici. Kako je u tom slucˇaju od interesa proma-
trati opservable samo manjeg podsustava, ravnotezˇnu vrijednost operatora gustoc´e
podsustava A, koji sadrzˇi informaciju o svim njegovim svojstvima, dobiva se uzima-
njem traga po podsustavu B operatora gustoc´e ukupnog sustava [32]
ρˆ
(eq)
A = limt→∞
ρˆA(t) = lim
t→∞
TrB (ρˆ(t)) . (2.1)
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Uz pretpostavku da je temperatura T jedini intenzivni makroskopski parametar koji
opisuje svojstva cijelog sustava u termalnoj ravnotezˇi, u izoliranom mnogocˇesticˇnom
kvantnom sustavu dolazi do termalizacije ukoliko je ova ravnotezˇna vrijednost ope-
ratora gustoc´e jednaka vrijednosti operatora gustoc´e koju daje ravnotezˇni statisticˇki
ansambl [11–14]
ρˆ
(eq)
A (T ) = TrB
(
ρˆ(eq)(T )
)
=
1
Z
TrB
(
e−Hˆ/kBT
)
, (2.2)
gdje je Z particijska funkcija, Hˆ hamiltonijan te kB Boltzmannova konstanta.
Izraz (2.2) daje kriterij termalizacije izoliranog mnogocˇesticˇnog kvantnog sus-
tava, iz kojeg jednom kada je zadovoljen, proizlazi da podsustav B sluzˇi kao vanjski
rezervoar podsustavu A koji se prema tome termalizira unatocˇ tome sˇto je ukupni
sustav A ∪ B izoliran. Dakle, termalizacija izoliranog mnogocˇesticˇnog kvantnog sus-
tava moguc´a je ukoliko sustav sam sebi mozˇe sluzˇiti kao rezervoar.
2.3 Hipoteza o termalizaciji svojstvenih stanja
U prethodnom potpoglavlju razmatran je uvjet pod kojim u izoliranom mnogocˇe-
sticˇnom kvantnom sustavu dolazi do termalizacije no nije argumentirano zasˇto bi
uopc´e dinamika takvih sustava bila ergodicˇna. Problematika ergodicˇnosti izoliranih
mnogocˇesticˇnih kvantnih sustava vec´ se nekoliko desetljec´a raspravlja u okviru ETH
[11–14], kojom se pokusˇava objasniti mehanizam termalizacije kvantnog sustava uz
pretpostavku da su sva svojstvena stanja sustava koji se termalizira, termalna.
Kako bi se ilustrirala glavna ideja ETH, zgodno je pretpostaviti da se sustav nalazi
u nekom svojstvenom stanju |n〉 s pripadnim operatorom gustoc´e ρˆ(n) = |n〉 〈n|. Za
reducirani operator gustoc´e podsustava A vrijedi
ρˆ
(n)
A = TrB (|n〉 〈n|) , (2.3)
te je srediˇsnja ideja ETH da c´e podsustav A takvog sustava u termodinamicˇkoj granici
biti u termalnoj ravnotezˇi (2.2)
ρˆ
(n)
A = TrB (|n〉 〈n|) =
1
Z
TrB
(
e−Hˆ/kBT
)
. (2.4)
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Vazˇno je naglasiti da je ETH samo hipoteza te da nema rigoroznog analiticˇkog
dokaza o njenoj valjanosti i primjenjivosti. Medutim, mnogobrojni numericˇki rezul-
tati podrzˇavaju ETH u sustavima u kojima uistinu dolazi do termalizacije na upravo
opisani nacˇin [14, 24]. S druge strane, ETH ocˇito nec´e vrijediti za svojstvena stanja
sustava s neergodicˇnom dinamikom u kojima termalizacije nema. Takvi su potenci-
jalno MBL sustavi koji c´e se detaljnije proucˇavati u sljedec´im poglavljima.
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3 Mnogocˇesticˇna lokalizacija
U ovom je poglavlju najprije opisan fenomen Andersonove lokalizacije te su nave-
dene neke njegove kljucˇne karakteristike. Zatim su navedeni rezultati teorije skali-
ranja vezani za metal-izolator prijelaz te je promatrano kako prijelaz i svojstva lo-
kalizirane faze ovise o dimenziji sustava. Najvec´a pazˇnja posvec´ena je proucˇavanju
utjecaja medudjelovanja u Andersonovom sustavu, odnosno MBL fazi. Najprije su iz-
nijeti glavni perturbativni rezultati vezani uz stabilnost pojave lokalizacije u prisustvu
medudjelovanja. Zatim su nabrojane neke kljucˇne karakteristike MBL faze dobivene
ED MBL hamiltonijana te je na kraju prikazan moguc´i fazni dijagram standardnog
modela za MBL.
3.1 Fenomen Andersonove lokalizacije
Godine 1958. P. W. Anderson objavio je jedan od svojih najpoznatijih radova [18]
u kojemu je proucˇavan utjecaj nereda i necˇistoc´a na transport i vodljivost kristala.
Prvotna motivacija bila je objasniti eksperimentalne opservacije anomalno dugih re-
laksacijskih vremena elektronskih spinova u Si poluvodicˇima dopiranih s necˇistoc´ama
[33–35]. Ono do cˇega je Anderson dosˇao je da u neinteragirajuc´im sustavima s na-
sumicˇnim neredom jednocˇesticˇne elektronske valne funkcije mogu biti eksponenci-
jalno lokalizirane za dovoljno jaki nered, suprotno delokaliziranoj prirodi svojstvenih
stanja cˇistih sustava. Ovaj fenomen poznat je pod nazivom Andersonova lokalizacija.
Buduc´i da eksponencijalno lokalizirani elektroni ne mogu prenositi niti energiju niti
naboj, u sustavima s neredom mozˇe doc´i do metal-izolator prijelaza.
Konkretno, hamiltonijan kojim se uobicˇajeno modelira Anderson sustav glasi
HˆA = −tp
∑
〈i,j〉
(
c†icj + c
†
jci
)
+
∑
i
hic
†
ici, (3.1)
gdje je c†i (ci) operator stvaranja (poniˇstavanja) fermiona na cˇvoru i, tp integral pre-
skoka, hi uniformo distribuiran dijagonalni nered unutar intervala −W < hi < W te
〈., .〉 oznacˇava modeliranje preskoka samo izmedu prvih susjeda.
Analiticˇka analiza Andersonovog problema (3.1) obicˇno se radi uz pretpostavku
da je kineticˇki cˇlan preskoka slaba perturbacija neredu. U tom slucˇaju, svako neper-
turbirano jednocˇesticˇno svojstveno stanje je trivijalno lokalizirano na cˇvoru i. Ukljucˇi-
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vanjem preskoka, jednocˇesticˇna svojstvena stanja se pocˇinju mijesˇati, odnosno dolazi
do hibridizacije te je od interesa promotriti ponasˇanje amplitude vjerojatnosti ci valne
funkcije lokalizirane na cˇvoru i u granici t → ∞. Ukoliko sustav ostaje lokaliziran
i nakon ukljucˇivanja preskoka, za svojstveno stanje pocˇetno lokalizirano na nekom
cˇvoru amplituda vjerojatnosti valne funkcije na tom cˇvoru ostaje konacˇna u granici
t → ∞, dok se u delokaliziranom, metalnom rezˇimu rasˇiri po svim cˇvorovima i suk-
ladno tome trne u nulu.
Andersonov perturbativni rezultat za amplitudu vjerojatnosti ci valne funkcije lo-
kaliziranog stanja na cˇvoru i ukazuje da na dugim vremenima i dovoljno jakom ne-
redu njena vrijednost ostaje konacˇna, te da vjerojatnost zauzec´a susjednih cˇvorova
opada unutar lokalizacijske duzˇine kako udaljenost od cˇvora i raste. To vodi do rezul-
tata o lokalizaciji jednocˇesticˇnih valnih funkcija u neuredenim sustavima cˇija gustoc´a
vjerojatnosti eksponencijalno trne u realnom prostoru
|ψi(r)|2 ∼ e−
|r−ri|
ξ , (3.2)
gdje je ξ lokalizacijska duzˇina stanja i te ri polozˇaj cˇvora s maksimalnom amplitudom
valne funkcije.
Za ilustraciju, promatrajuc´i jednodimenzionalni, d = 1, lanac linearne dimenzije
L = 14 s integralom preskoka uzetim kao jedinicom energije, tp = 1, i mijenjajuc´i
jacˇinu nereda W , numericˇkom dijagonalizacijom hamiltonijana (3.1) dobivena je
gustoc´a vjerojatnosti valnih funkcija Andersonovih stanja na pojedinom cˇvoru te je
zajedno s eksponencijalnim fitom (3.2) prikazana na slici 3.1. Na slici 3.1 vidi se
da su Andersonove valne funkcije lokalizirane za sve vrijednosti nereda sˇto je svoj-
stvo koje c´e, kako c´e se pokazati, uvijek vrijediti u jednodimenzionalnim sustavima.
Pojacˇavanjem nereda lokalizacijska duzˇina ξ postaje sve manja, odnosno lokalizacija
se ocˇekivano povec´ava kako nered raste.
3.2 Teorija skaliranja
Nakon Andersonovog perturbativnog pristupa lokalizaciji pojavile su se mnoge druge
teorije koje su otkrile cˇitavo bogatstvo fenomena [36]. Teorija skaliranja uzima u ob-
zir dimenzionalnost sustava, odnosno opisuje dimenzionalnu ovisnost metal-izolator
prijelaza [19]. Kljucˇna pretpostavka ove teorije jest da za svaku dimenziju postoji
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Slika 3.1: Gustoc´a vjerojatnosti valnih funkcija Andersonovih stanja zajedno s ekspo-
nencijalnim fitom (3.2) dobivena numericˇkom dijagonalizacijom Andersonovog ha-
miltonijana (3.1) sustava dimenzije d = 1 za razlicˇite vrijednosti nereda W .
parametar g koji u potpunosti karakterizira metal-izolator prijelaz.
Neka je jedinicˇna c´elija kristala povec´ana za faktor p. Nova konstanta resˇetke
iznosi L1 = ap, gdje je a originalna konstanta resˇetke, i nova jedinicˇna c´elija sadrzˇi
pd originalnih c´elija gdje je d dimenzija sustava. Prema pretpostavci teorije, lokaliza-
cijska svojstva nove jedinicˇne c´elije su u potpunosti odredena s g(L1). Slicˇno, nakon
m takvih transformacija, Lm = apm, te ponovno jedino g(Lm) odreduje lokalizacijska
svojstva nove jedinicˇne c´elije. To dalje povlacˇi da su parametri g(Lm) za razlicˇiti m
medusobno povezani, sˇto znacˇi da svojstvena stanja u bloku duljine L2 mogu biti
u potpunosti odredena poznavajuc´i svojstvena stanja u bloku duljine L1, odnosno
mogu biti odredena poznavajuc´i samo jedan parametar.
Thouless je argumentirao da je trazˇeni parametar dan omjerom ∆E/δW [37],
gdje je ∆E energijski pomak svojstvenih stanja kada su periodicˇki ili aperiodicˇki
rubni uvjeti nametnuti na sustav dimenzije Ld, gdje je L linearna dimenzija sus-
tava, dok δW odgovara usrednjenom razmaku energijskih nivoa jednocˇesticˇnih sta-
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nja. Promjena rubnih uvjeta nec´e znacˇajno promijeniti energiju svojstvenih stanja
lokaliziranih duboku u uzorku pa je sukladno tome promjena ∆E za lokalizirana sta-
nja zanemarivo mala. S druge strane, delokaliziranom djelu spektra promjena rubnih
uvjeta u potpunosti mijenja svojstvena stanja te je ∆E velik. Sukladno tome, ∆E/δW
je uistinu parametar koji omoguc´uje odredivanje lokalizacijskih svojstva sustava.
Konkretno, za razmak nivoa vrijedi δW =
(
ρLd
)−1 gdje je ρ gustoc´a stanja sus-
tava, dok je energijski pomak dan s ∆E = ~/τ [38] gdje je ~ reducirana Planckova
konstanta i τ vrijeme difuzije cˇestice preko cijeloga uzorka. Koristec´i Einsteinovu
relaciju [1] izmedu DC3 vodljivosti σ i konstante difuzije D, σ = e2ρD, gdje je e
jedinicˇni naboj, mozˇe se dobiti ovisnost trazˇenog parametra o velicˇini sustava
g(L) =
~
e2
G(L). (3.3)
U izrazu (3.3), G = σLd−2 je DC provodnost sustava pa slijedi da je parametar skali-
ranja zapravo bezdimenzionalna provodnost g.
Dalje se uvodi
β(g) =
d ln [g(L)]
d lnL
, (3.4)
kao logaritamska derivacija od g(L). Izvorna ideja je da velicˇina β(g) opisuje kljucˇnu
fiziku problema metal-izolator prijelaza. Naime, u granici L → ∞, β(g) > 0 povlacˇi
da g(L) divergira. No ako β(g) < 0 za L → ∞, tada g(L) monotono iˇscˇezava sˇto je
signal pojave izolatorskog ponasˇanja. Ocˇito c´e predznak od β(g) odredivati razliku
izmedu metalnog i izolatorskog ponasˇanja.
U granici slabog nereda provodnost zadovoljava Ohmov zakon, G = σLd−2, pa
β(g) = d − 2 sˇto odgovara granici kada je g velik. Medutim, u granici jakog nereda
provodnost eksponencijalno pada s L, g ∼ e−L/ξ, pa je β(g) = ln g. Pretpostavljajuc´i
josˇ da je β(g) monotona funkcija u g, logaritamska ovisnost funkcije β(g) se kontinu-
irano interpolira do asimptotske vrijednosti β(g) = d− 2, sˇto je prikazano na sl. 3.2.
Sa slike 3.2 vidi se da je β(g) ≤ 0 za d = 1, 2 pa u niskodimenzionalnim sustavima
nema metal-izolator prijelaza te su sva stanja uvijek lokalizirana, cˇak i za male vrijed-
nosti nereda. Nasuprot tome, u d = 3 dolazi do prijelaza iz metalnog u lokalizirano
stanje na dovoljno velikoj vrijednosti nereda.
Za d = 3 stvar je josˇ nesˇto kompliciranija. Naime, pokazuje se da u tom slucˇaju
3eng. direct current
13
Slika 3.2: Dimenzionalna ovisnost funkcije β(g) = d ln(g)/d lnL kao funkcija pro-
vodnosti g. Za d = 1, 2 β(g) je strogo negativna i asimptotski tezˇi nuli za veliki g i
d = 2. To indicira da nema metal-izolator za d = 1, 2 te da su u niskim dimenzijama
stanja uvijek lokalizirana. U d = 3, β(g) sijecˇe os β(g) = 0 pa sukladno tome teorija
predvida i prijelaz izmedu izolatorskog i metalnog stanja. Preuzeto iz [39].
postoji prag mobilnosti u spektru jednocˇesticˇnih stanja koji razdvaja rubna stanja od
onih u sredini spektra [40], slika 3.3. Stanja na donjem i gornjem rubnom dijelu
spektra su lokalizirana, dok su ona u sredini spektra delokalizirana. Polozˇaj praga
mobilnosti u spektru jednocˇesticˇnih stanja odreden je jacˇinom nereda. Ukoliko za
Fermijev nivo vrijedi µ < EC , gdje je EC polozˇaj praga mobilnosti na slici 3.3, DC
vodljivost sustava u niskotemperaturnoj granici T → 0 iˇscˇezava. Odnosno, za µ < EC
i konacˇne temperature, vodljivost je temperaturno pobudena u skladu s Arrheniuso-
vim zakonom σ(T ) ∝ e−(Ec−µ)/T [21].
Slika 3.3: Kvalitativna slika gustoc´e stanja d = 3 Andersonovog modela. Osjencˇana
rubna podrucˇja oznacˇuju lokalizirani dio spektra, dok se u sredini spektra nalaze
delokalizirana stanja. EC i EC′ oznacˇuju pragove mobilnosti. Preuzeto iz [36].
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3.3 Medudjelovanje u Andersonovom problemu
Josˇ od pojave Andersonovog rada mnogo je teorijskog istrazˇivanja posvec´eno boljem
razumijevanju raznih aspekata jednocˇesticˇne lokalizacije. Medutim, postoji i fun-
damentalni problem koji se doticˇe pitanja medudjelovanja u takvom lokaliziranom
sustavu. Konkretno, kako opc´enito dvocˇesticˇno medudjelovanje utjecˇe na stabilnost
pojave Andersonove lokalizacije?
Prvi pokusˇaji uvodenja medudjelovanja [41] temeljili su se na perturbativnoj
analizi utjecaja medudjelovanja na jednocˇesticˇna Andersonova stanja u duhu Lan-
dauove teorije Fermijevih tekuc´ina [42]. Ideja je bila gledati imaginarni dio vlas-
tite energije = (Σ(ω)) kao velicˇinu koja ukazuje na stabilnost lokalizacije u prisustvu
medudjelovanja. Ono sˇto se odmah mozˇe primijetiti je da u sustavima s nasumicˇnim
neredom nema translacijske invarijantnosti sˇto uvelike komplicira problem. Nada-
lje, isprva nije ni jasno hoc´e li Andersonova stanja kontinuirano evoluirati sa sporim
pojacˇavanjem medudjelovanja, odnosno ukljucˇuje li se medudjelovanje adijabatski ili
djeluje singularno, pa takav pristup vec´ u samome pocˇetku ne bi imao smisla. Unatocˇ
tome, u radu [41] je kao polaziˇsni, neperturbirani sustav, promatran Andersonov sus-
tav sa spektrom potpuno lokaliziranih stanja. Pritom je od iznimne vazˇnosti potrebno
odabrati pogodnu bazu za provedbu perturbativnog razvoja gdje se prirodno namec´e
baza jednocˇesticˇnih Andersonovih stanja (|l〉).
= (Σ(ω)) definira vrijeme raspada elementarnih pobudenja. U slucˇaju kada broj
prijelaznih stanja preko kojih dolazi do raspada elementarnog pobudenja tezˇi u be-
skonacˇnost, = (Σ(ω)) je u bazi (|l〉) kontinuirana funkcija u ω, sˇto signalizira nesta-
bilnost elementarnih pobudenja. S druge strane, ukoliko je broj prijelaznih stanja
konacˇan, tada je za = (Σ(ω)) svojstvena pojava rezonantnih vrhova smjesˇtenih na
energijama elementarnih pobudenja, cˇija je sˇirina znatno manja od razmaka medu
vrhovima (rezonantnih doprinosa). Ukupna vjerojatnost raspada je tada zanemarivo
mala, odnosno elementarna pobudenja su u tom slucˇaju dobro definirana.
Ponasˇanje imaginarnog dijela vlastite energije elementarnih pobudenja lokalizira-
nog Andersonovog sustava s medudjelovanjem mozˇe se proucˇiti u prvom redu pertur-
bacijske teorije. U jednocˇesticˇnom kanalu na frekvenciji ω, ukoliko je medudjelovanje
kratkodosezˇno, dva se stanja l i l′ medusobno rasprsˇuju jedino ako su lokalizirana
na dovoljno bliskim cˇvorovima. Medutim, to uvodi ogranicˇenja na njihove energije
buduc´i da je razlika energija stanja bliskih u prostoru velika [43]. Oba uvjeta zado-
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voljena su za samo mali, konacˇan broj stanja, pa slucˇaj takvog rasprsˇenja vodi na po-
javu rezonantnih vrhova u = (Σ(ω)) na energijama elementarnih pobudenja. Slicˇan
argument vrijedi i za mnogocˇesticˇni kanal kada se uzme u obzir ukupan volumen
faznog prostora dostupan takvom rasprsˇenju. Nadalje, realni dio vlastite energije
< (Σ(ω)) doprinosi samo renormalizacijom pocˇetnog nereda, pa nema utjecaja na
dinamiku elementarnih pobudenja. To povlacˇi da do prvoga reda spektar elementar-
nih pobudenja lokaliziranog Andersonovog sustava ostaje diskretan i stanja spektra
ostaju lokalizirana, sˇto sugerira da je Andersonova lokalizacija sa iˇscˇezavajuc´om vri-
jednosti DC vodljivosti stabilna u prisustvu kratkodosezˇnog medudjelovanja.
Medutim, opisani perturbativni pristup ima nekoliko ogranicˇenja. Kao prvo, on
nije primjenjiv u slucˇaju jakih medudjelovanja. Isto tako, nije prikladan za analizu
metal-izolator prijelaza. Takoder, postavlja se pitanje hoc´e li slicˇni zakljucˇci vrijediti
za viˇse redove perturbacijske teorije.
3.4 Granica slabog medudjelovanja
U radu [21] iz 2006. godine, Basko, Aleiner i Altshuler (BAA) podrobno su obradili
problem utjecaja medudjelovanja na lokalizirana jednocˇesticˇna stanja uzimajuc´i u
obzir i doprinose visokih redova perturbacijske teorije. Za slabo medudjelovanje pre-
dvidjeli su postojanje lokalizirane faze sve do neke kriticˇne vrijednosti temperature.
Odnosno, predvidjeli su postojanje mnogocˇesticˇnog metal-izolator prijelaza koji raz-
dvaja lokaliziranu MBL na niskim i vodljivu fazu na visokim energijama. U nastavku
je iznesen kratak sazˇetak njihovog rada.
BAA su promatrali opc´eniti hamiltonijan oblika
Hˆ =
∑
l
lϕ
†
lϕl + V
∑
jklm
χlmjk ϕ
†
lϕ
†
mϕkϕj, (3.5)
gdje operator ϕ†l (ϕl) stvara (poniˇstava) fermion u jednocˇesticˇnom Andersonovom
stanju l energije l. Matricˇni elementi χlmjk ogranicˇeni su i u energiji i u realnom
prostoru, odnosno zbog eksponencijalne lokalizacije Andersonovih stanja matricˇni
elementi nezanemarivi su samo za stanja koja zadovoljavaju
|~rl − ~rm| ≤ ξ,
...
(3.6)
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gdje je ξ lokalizacijska duzˇina, a ~rl oznacˇava poziciju maksimuma amplitude valne
funkcije stanja l u realnom prostoru. Takoder, zanemareni su svi matricˇni elementi
za stanja udaljena u energiji za viˇse nego sˇto je tipicˇna vrijednost razmaka energije
jednocˇesticˇnih stanja δξ unutar lokalizacijske duzˇine
|l − k| , |m − j| ≤ δξ ili |l − j| , |m − k| ≤ δξ. (3.7)
Gledano perturbativno, medudjelovanje V vodi na procese u kojima se lokalno
pobudenje l raspada na cˇesticˇna i sˇupljinska pobudenja. Svakim se redom broj
moguc´ih raspada obicˇno brzo povec´ava, pa prakticˇki vec´ za vrlo visoke redove broj
raspada tezˇi u beskonacˇnost. No u ovom slucˇaju samo odredeni dio procesa zado-
voljava uvjete (3.6) i (3.7), te se postavlja pitanje ostaje li broj raspada, odnosno
prijelaznih stanja, konacˇan u visokom redu perturbacijske teorije. BAA su u samo-
konzistentnoj Bornovoj aproksimaciji racˇunali = (Σ(ω)) te u visokim redovima per-
turbacijske teorije pokazali da broj prijelaznih stanja ostaje konacˇan, sˇto daje vrlo
jaku naznaku stabilnosti pojave lokalizacije u prisustvu medudjelovanja, odnosno
postojanja MBL faze.
3.5 Granica jakog nereda
Iako je perturbativni pristup BAA otvorio cijelo polje novih istrazˇivanja, njihovi rezul-
tati primjenjivi su jedino u granici slabih medudjelovanja. Ovo u faznom dijagramu
odgovara tik do Andersonove lokalizacije. Nadalje, u blizini faznog prijelaza sustav
postaje nestabilan na male perturbacije, pa BAA nije prikladan ni za opis samog MBL
prijelaza. Konacˇno, BAA je aproksimativan pa sam po sebi ne mozˇe biti konacˇan do-
kaz postojanja MBL faze. Zato postoji niz numericˇkih analiza koje se danas najviˇse
bave drugom granicom, onom jakog nereda, koju je zbog male lokalizacijske duzˇine
laksˇe proucˇavati u konacˇnim sustavima. Model koji se uvrijezˇio kao prototip mo-
dela za numericˇke simulacije jako lokaliziranih sustava je d = 1 sustav fermiona
u nasumicˇnom potencijalu (Andersonov problem (3.1)) s medudjelovanjem izmedu
najblizˇih susjeda
HˆMBL = −tp
∑
〈i,j〉
(
c†icj + c
†
jci
)
+
∑
i
hic
†
ici + V
∑
i
nˆi+1nˆi. (3.8)
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Ovako definirani problem izravno se mapira na Heisenbergov spinski model s di-
jagonalnim neredom preko Jordan-Wigner transformacije [44] te je samo pitanje
prakticˇnosti, hoc´e li se raditi u slici fermiona bez spina ili sa spinskim Heisenbergo-
vim hamiltonijanom.
U dvije razlicˇite granice modela (3.8) ocˇekuju se vrlo razlicˇita ponasˇanja: u gra-
nici jakog nereda W  tp  V i u granici slabog nereda V, tp  W . Prva gra-
nica ima analogija s BAA problemom uz vrlo kratku lokalizacijsku duzˇinu. Kako su
sva jednocˇesticˇna Andersonova stanja lokalizirana u jednoj dimenziji, u toj granici
ocˇekujemo kako c´e i mnogocˇesticˇni sustav biti lokaliziran. U granici V, tp  W , hi-
bridizacija je zbog medudjelovanja toliko jaka da podjednako mijesˇa sva produktna
mnogocˇesticˇna stanja te su mnogocˇesticˇna svojstvena stanja modela (3.8) u toj gra-
nici potpuno delokalizirana. To povlacˇi da bi izmedu ove dvije ekstremne granice
trebao postojati MBL prijelaz na nekoj konacˇnoj vrijednosti nereda Wc.
3.6 Svojstva MBL faze
Mnoge numericˇke analize utemeljene na ED hamiltonijana (3.8) za konacˇne sustave
ukazuju na postojanje dviju razlicˇitih faza modela, one ergodicˇne i MBL faze, od-
nosno prijelaza izmedu tih dviju faza na kriticˇnoj vrijednosti nereda Wc [22–26].
Obje faze karakterizirane su razlicˇitim dinamicˇkim svojstvima te razlicˇitom struktu-
rom mnogocˇesticˇnih stanja. U nastavku su nabrojena neka vazˇna svojstva MBL faze
koja bi trebala odgovarati slucˇaju W > Wc.
• neergodicˇna dinamika: informacija o lokalnim pocˇetnim uvjetima ostaje sacˇu-
vana u lokalnim opservablama i na vrlo dugim vremenskim skalama [30, 31,
45,46]
• narusˇena ETH: kako je dinamika MBL sustava neergodicˇna, odnosno kako je
MBL sustav karakteriziran odsustvom termalizacije, tako ni svojstvena stanja
takvog sustava ne pokazuju svojstva obuhvac´ena ETH.
• DC vodljivost globalno sacˇuvanih velicˇina iˇscˇezava [26, 47]: ovo svojstvo pos-
ljedica je postojanja lokalno sacˇuvanih velicˇina u MBL fazi.
• statistika MBL spektra: MBL faza takoder pokazuje karakteristicˇno ponasˇanje
lokalnog energetskog spektra. Konkretno, prosjecˇna vrijednost 〈r〉 bezdimenzi-
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onalnog omjera rn = min(δn, δn+1)/max(δn, δn+1), gdje je δn = En+1 − En raz-
lika dviju uzastopnih svojstvenih energija tezˇi 〈r〉 → 0.39 kako linearna dimen-
zija sustava raste. Ova vrijednost ukazuje na Poissonovu distribuciju razmaka
energetskih nivoa, odnosno indikator je odsustva odbijanja energetskih nivoa
u MBL fazi. Ovakvo ponasˇanje energetskog spektra razlikuje se od tipicˇnog
ponasˇanja spektra genericˇkog kvantnog sustava s medudjelovanjem koje obicˇno
slijedi Wigner-Dysonovu statistiku [22,24,25].
• entropija prepletenosti svojstvenih stanja skalira se s povrsˇinom sustava [25,
48]: pojam entropije prepletenosti uveden je u dodatku A, gdje je i podrobnije
razmatrano njezino skaliranje s linearnom dimenzijom MBL sustava. Ugrubo, u
MBL sustavima entropija prepletenosti svojstvenih stanja skalira se s povrsˇinom
sustava jer su korelacije lokalnih opservabli koje u potpunosti opisuju MBL sus-
tav eksponencijalno potisnute u prostoru [45,46].
• logaritamski rast prepletenosti u vrememu [23, 49]: krec´uc´i od produktnog
mnogocˇesticˇnog stanja numericˇke simulacije ukazuju da entropija prepletenosti
S(t) nakon ukljucˇivanja medudjelovanja u MBL fazi pokazuje spori, logaritam-
ski rast u vremenu. U granici L → ∞ njezina vrijednost raste sporo, ali neo-
granicˇeno, dok za konacˇne sustave saturira vrijednosti odredenoj konkretnim
pocˇetnim uvjetima koja je ekstenzivna no josˇ uvijek manja od one ocˇekivane u
termalnoj fazi. Neogranicˇen rast entropije S(t) posljedica je gubitka fazne ko-
herencije svojstvenih stanja ukljucˇenih u dekompoziciju pocˇetnog produktnog
mnogocˇesticˇnog stanja zbog utjecaja medudjelovanja. To indicira da unatocˇ ne-
moguc´nosti uspostavljanja transporta globalno sacˇuvanih velicˇina, odnosno ne-
moguc´nosti uspostavi termalizacije, medudjelovanje u MBL sustavu omoguc´uje
sporu propagaciju kvantne dekoherencije preko cijelog sustava.
Ova svojstva sazˇeta su u tablici 3.1. Navedena svojstva u spomenutoj tablici mogu se
koristiti kao detekcija pojave mnogocˇesticˇne lokalizacije u numericˇkim simulacijama
raznih fizikalnih modela.
Variranjem nereda W i linearne dimenzije L u numericˇkim analizama mozˇe se
pokusˇati dobiti fazni dijagram prijelaza izmedu ergodicˇne i MBL faze, odnosno pona-
sˇanja modela u termodinamicˇkoj granici L→∞. Primjer moguc´eg faznog dijagrama
MBL prijelaza prikazan je na slici 3.4, gdje je kao kriterij pojave MBL faze promatrano
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termalna faza Andersonova lokalizacija mnogocˇesticˇna lokalizacija
informacija o pocˇetnom dio informacije o pocˇetnom dio informacije o pocˇetnom
stanju na dugim stanju sustava na dugim stanju sustava na dugim
vremenima skrivena u vremenima ostaje sacˇuvan vremenima ostaje sacˇuvan
globalnim operatorima u lokalnim opservablama u lokalnim opservablama
vrijedi ETH ETH narusˇena ETH narusˇena
DC vodljivost mozˇe imati DC vodljivost iˇscˇezava DC vodljivost iˇscˇezava
konacˇne vrijednosti
lokalni spektar lokalni spektar lokalni spektar
kontinuiran diskretan diskretan
prepletenost svojstvenih prepletenost svojstvenih prepletenost svojstvenih
stanja skalira se stanja skalira se stanja skalira se
s volumenom sustava s povrsˇinom sustava s povrsˇinom sustava
potencijski rast nema sˇirenja logaritamski rast
prepletenosti prepletenosti prepletenosti
u vremenu u vremenu
Tablica 3.1: Lista nekih svojstava MBL faze, usporedenih sa svojstvima termalne faze
i Andersonove lokalizirane faze.
Slika 3.4: Moguc´i fazni dijagram prijelaza izmedu termalne i MBL faze kao funkcija
jacˇine nereda W i linearne dimenzije sustava L. U termodinamicˇkoj granici, L→∞,
predvida se direktni prijelaz iz termalne u MBL fazu na kriticˇnoj vrijednosti nereda
Wc, dok se na konacˇnim linearnim dimenzijama sustava pojavljuje kriticˇno prijelazno
podrucˇje. Fazni dijagram raden je prema rezultatima rada [50].
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ponasˇanje entropije prepletenosti svojstvenih stanja modela (3.8) u razlicˇitim para-
metarskim rezˇimima za razlicˇite dimenzije sustava [50]. Na slici 3.4 mozˇe se vidjeti
da se u termodinamicˇkoj granici ocˇekuje kao moguc´nost izravan prijelaz iz ergodicˇne
u MBL fazu na kriticˇnoj vrijednosti nereda Wc. S druge strane, na konacˇnim dimen-
zijama sustava prvo se pojavljuje kriticˇno prijelazno podrucˇje koje razdvaja ove dvije
faze. Taj rezˇim karakteriziran je platom u vrijednosti entropije prepletenosti svoj-
stvenih stanja, gdje zbog konacˇnih dimenzija sustava ova velicˇina ne mozˇe poprimiti
vrijednosti za beskonacˇne sustave. Ipak, s opisanim faznim dijagramom treba biti
oprezan buduc´i su vrijednosti entropije prepletenosti, pa tako i fazni dijagram (3.4),
dobivene s ED samo do L = 16, dok su ostale vrijednosti interpolirane na temelju
dobivenih egzaktnih rezultata. Stoga nije u potpunosti jasno sˇto se zbiva u sustavima
s vec´im linearnim dimenzijama (L > 16) te je od vitalnog interesa razviti metodu
koja bi omoguc´ila ispitivanje svojstava sustava s linearnim dimenzijama nedostup-
nim poznatim numericˇkim metodama, kako bi se sa sˇto vec´om sigurnosˇc´u moglo rec´i
sˇto se zapravo zbiva u termodinamicˇkoj granici.
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4 Aproksimacija reducirane baze
U ovom poglavlju uvodi se ARB pomoc´u koje se pokusˇava ispitati svojstva MBL sus-
tava linearnih dimenzija koje inacˇe nije moguc´e ispitati metodama ED (L > 16).
Konstrukcija metode pocˇinje od Andersonovog problema kojega je moguc´e egzak-
tno numericˇki rijesˇiti za velike sustave (L & 10000) te se zatim promatra uloga
medudjelovanja na mnogocˇesticˇna Andersonova stanja konstruirana kao Slaterova
determinanta jednocˇesticˇnih Andersonovih stanja. Argumentirano je da su ovakva
nemedudjelujuc´a mnogocˇesticˇna Andersonova stanja prikladan izbor za razmatranje
medudjelovanja jako lokaliziranih sustava u granici jakih nereda. Uvodenjem rezo-
nantnog uvjeta konstruira se reducirana baza relevantnih mnogocˇesticˇnih Anderso-
novih stanja unutar koje je moguc´e nac´i aproksimativna mnogocˇesticˇna stanja punog
hamiltonijana. Takva baza sadrzˇi (znatno) manji broj stanja u odnosu na ukupni broj
mnogocˇesticˇnih stanja, a istovremeno aproksimativno obuhvac´a sve relevantne pro-
cese za opis MBL faze u dugovremenskoj granici. Na kraju poglavlja raspravljana je
statistika rezonanci kojima se konstruira reducirana baza u ovisnosti o jakosti nereda.
4.1 Motivacija za uvodenje reducirane baze
Ispitivanje postojanja MBL faze obicˇno se izvodi unutar okvira kojega pruzˇa ED ha-
miltonijana mnogocˇesticˇnog sustava. No buduc´i da broj mnogocˇesticˇnih stanja eks-
ponencijalno brzo raste uz stalnu gustoc´u s linearnom dimenzijom sustava L, nu-
mericˇkim simulacijama unutar razmatranog modela obicˇno se mozˇe obuhvatiti sus-
tave do L = 16. Fizikalnu potesˇkoc´u stvara cˇinjenica da je dinamika MBL sustava
potencijalno vrlo spora, pa relaksacije sustava na vrlo dugim vremenskim skalama
za sobom nuzˇno povlacˇe pitanje vazˇnosti ucˇinaka konacˇnih linearnih dimenzija sus-
tava dostupnih numericˇkim simulacijama. Naime, spore vremenske skale obicˇno se
razvijaju preko dugih prostornih skala, pa ogranicˇenje numericˇkih modeliranja na
razmjerno male linearne dimenzije ostavlja otvoreno pitanje o tocˇnosti skaliranja re-
zultata prema termodinamicˇkoj granici.
Osnovna ideja ARB je na prikladan nacˇin, postavljanjem rezonantnog uvjeta, od
svih mnogocˇesticˇnih stanja izdvojiti ona relevantna za dinamiku MBL sustava na du-
gim vremenima s obzirom na neko pocˇetno stanje u kojem se sustav nalazi. Proucˇava-
juc´i tako dugovremenska ponasˇanja moguc´e je onda odrediti svojstva MBL sustava
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obzirom na svojstvo ergodicˇnosti te istrazˇiti ulogu rezonanci u mnogocˇesticˇnom kon-
tinuumu. Uz pretpostavku da je podskup relevantnih stanja znacˇajno manji od skupa
svih stanja, s ARB ogranicˇenje na proucˇavanje razmjerno malih sustava je relaksirano,
odnosno prikladnim odabirom relevantnih stanja mozˇe se proucˇavati i one sustave
koje obicˇno nije moguc´e numericˇki simulirati drugim metodama. U konacˇnici, zbog
sˇireg dostupnog raspona linearnih dimenzija, ARB pruzˇa vec´u sigurnost prilikom ska-
liranja promatranih velicˇina prema termodinamicˇkoj granici.
4.2 Model u bazi mnogocˇesticˇnih Andersonovih stanja
Hamiltonijan (3.8) se mozˇe razdvojiti na dva dijela, dio hamiltonijana HˆA (3.1)
koji odgovara Andersonovom problemu, te HˆI dio koji opisuje kratkodosezˇno medu-
djelovanje fermiona na susjednim cˇvorovima. Kako su za d = 1, 2 sva Andersonova
jednocˇesticˇna stanja lokalizirana, najvec´i ucˇinak lokalizacije i za mnogocˇesticˇne sus-
tave ocˇekujemo u niskim dimenzijama. Fokus je stoga stavljen na d = 1 slucˇaj, te je
na lancu linearne dimenzije L s periodicˇkim rubnim uvjetima promatran slucˇaj polu-
popunjenja N = L/2, s prosjecˇnom gustoc´om na pojedinom cˇvoru n¯ = 1/2. Nadalje,
integral preskoka koriˇsten je kao jedinica energije, tp = 1. Sˇto se ticˇe medudjelovanja,
u numericˇkim analizama razmatran je slucˇaj V = 1, koji za slucˇaj polupopunjenja
u odsustvu nereda odgovara tocˇki u faznom dijagramu izmedu slobodnih fermiona
V = 0 i sustava s procijepom u spektru jednocˇesticˇnih stanja kada je V > 2 [51].
Nakon sˇto su nadena jednocˇesticˇna svojstvena stanja hamiltonijana HˆA, u sljede-
c´em koraku hamiltonijan medudjelovanja HˆI proucˇava se u bazi mnogocˇesticˇnih
Andersonovih stanja u kojoj je HˆA dijagonalan s namjerom razlucˇivanja rezonant-
nih i perturbativno malih doprinosa. Konkretno, uz numericˇku dijagonalizaciju,
jednocˇesticˇni dio hamiltonijana poprima oblik
HˆA =
∑
l
lϕ
†
lϕl, ϕ
†
l =
∑
i
φl,ic
†
i , (4.1)
gdje operator ϕ†l (ϕl) stvara (poniˇstava) fermion u jednocˇesticˇnom Andersonovom
stanju l, l su jednocˇesticˇne energije Andersonovih stanja te valne funkcije φl,i pove-
zuju bazu Andersonovih stanja s bazom zaposjednuc´a pojedinog cˇvora. Jednocˇesticˇna
Andersonova stanja sada se mogu koristiti za konstrukciju baze mnogocˇesticˇnih An-
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dersonovih stanja
|n〉 =
∏
l
(
ϕ†l
)nl |0〉 , E0n = ∑
l
lnl, (4.2)
gdje sukladno fermionskoj prirodi cˇestica vrijedi nl = 0, 1.
Ova stanja mijesˇaju se pod utjecajem hamiltonijana medudjelovanja
HˆI = V
∑
jklm
χlmjk ϕ
†
lϕ
†
mϕkϕj, (4.3)
s matricˇnim elementima
χlmjk =
∑
i
φ∗l,iφ
∗
m,i+1φk,i+1φj,i, (4.4)
gdje se za matricˇne elemente mozˇe pokazati da vrijedi
χlmjk =
(
χjklm
)∗
. (4.5)
Odgovarajuc´i izvod dan je u dodatku B.
S obzirom na bazu mnogocˇesticˇnih Andersonovih stanja, mogu se razlikovati tri
razlicˇita doprinosa hamiltonijana medudjelovanja HˆI . Prvi doprinos je dijagonalan
te predstavlja Hartree-Fockovu korekciju [44]
HˆHF = 2V
∑
k>j
(
χjkjk − χkjjk
)
nˆknˆj, (4.6)
koja samo mijenja jednocˇesticˇne neperturbirane energije l, pa sukladno izrazu (4.2)
i energije mnogocˇesticˇnih Andersonovih stanja
E˜(0)n = E
(0)
n + 〈n| HˆHF |n〉 . (4.7)
Preostala dva doprinosa dana su s
Hˆ3I = V
∑
j 6=k 6=m
(
χjmjk + χ
mj
kj − χmjjk − χjmkj
)
ϕ†mϕknˆj, (4.8)
Hˆ4I = V
∑
j 6=k 6=l 6=m
l>m,k>j
(
χlmjk + χ
ml
kj − χmljk − χlmkj
)
ϕ†lϕ
†
mϕkϕj, (4.9)
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te ih se prema djelovanju na bazu mnogocˇesticˇnih Andersonovih stanja mozˇe in-
terpretirati kao jednostruko i dvostruko cˇesticˇno-ˇsupljinsko pobudenje. Podrobnija
analiza ova tri doprinosa napravljena je u dodatku B.
4.3 Konstrukcija reducirane baze
Primarni cilj ARB je promatrati svojstva sustava u granici jakog nereda koja bi trebala
odgovarati MBL fazi. U tom kontekstu prirodno je krenuti od mnogocˇesticˇnog An-
dersonovog stanja (4.2) koje je za d = 1 potpuno lokalizirano te na njemu promatrati
utjecaje medudjelovanja. Medudjelovanje sustav pripremljen u takvom stanju vezˇe
za druga stanja, odnosno dolazi do mijesˇanja stanja (4.2). No u granici jakog nereda
kada je lokalizacijska duzˇina ξ vrlo kratka i relevantni matricˇni elementi mogu biti
prostorno jako lokalizirani, pa bi i ucˇinak medudjelovanja u toj granici trebao biti
slab. To povlacˇi da bi pravilnim izborom perturbativno znacˇajnih doprinosa reduci-
rana baza mogla dobro opisivati svojstva MBL faze.
Kako broj mnogocˇesticˇnih Andersonovih stanja vrlo brzo raste porastom L, njihov
spektar prakticˇki vrlo brzo postaje kontinuiran. Tada se svaki perturbativni razvoj
u HˆI suocˇava s problemom rezonanci kada se promatraju stanja bliska u energiji
i neiˇscˇezavajuc´im matricˇnim elementom. Srediˇsnja ideja ARB je upravo ta da se
rezonantni doprinosi egzaktno uzmu u obzir, do beskonacˇnog reda u HˆI , a ostale,
perturbativno male doprinose, u potpunosti zanemari ili eventualno uzme njihov
vodec´i doprinos.
Reducirana baza za dano pocˇetno mnogocˇesticˇno Andersonovo stanje |n〉 energije
E˜00 (4.7) konstruira se iterativno kroz G generacija. Svaka generacija dobiva se dje-
lovanjem hamiltonijana Hˆ3I i Hˆ
4
I na sva stanja prethodne generacije G− 1, pri cˇemu
se zadrzˇavaju samo stanja koja zadovoljavaju rezonantni uvjet
∣∣∣∣∣∣
〈
nG−1
∣∣∣Hˆ3,4I ∣∣∣mG〉
E˜00 − E˜Gm
∣∣∣∣∣∣ = r > R, (4.10)
gdje se parametar R mozˇe po volji mijenjati te postavlja uvjet rezonancije i time
kontrolira brzinu rasta reducirane baze po generaciji. Takoder, vrijedi uocˇiti da se u
nazivniku pojavljuju zapravo jednocˇesticˇne energije buduc´i da su stanja u brojniku
povezana preko najviˇse dva rasprsˇenja jednocˇesticˇnih Andersonovih stanja, pa se raz-
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lika E˜00 − E˜Gm uvijek svodi na neku kombinaciju jednocˇesticˇnih Andersonovih energija
s ukljucˇenom Hartree-Fockovom korekcijom. Unutar tako konstruirane reducirane
baze mozˇe se dijagonalizirati hamiltonijan sustava te dobiti odgovarajuc´a svojstvena
stanja |m˜〉 i svojstvene energije Em˜ kao aproksimaciju egzaktnih stanja koja su preko
hamiltonijana medudjelovanja znacˇajnije povezana s pocˇetnim stanjem |n〉.
Ovakav pristup konstrukciji reducirane baze ima izravne poveznice s Rayleigh-
Schro¨dingerovom perturbacijskom teorijom [52] jer se u izrazu (4.10) pojavljuje
energija E˜00 pocˇetnog stanja nulte generacije. Nadalje, pogledaju li se prve tri ko-
rekcije Rayleigh-Schro¨dingerove perturbacijske teorije za stanje
∣∣n(0)〉 [53]
∣∣n(1)〉 = Vk1n
Enk1
∣∣∣k(0)1 〉 , (4.11)
∣∣n(2)〉 = (Vk1k2Vk2n
Enk1Enk2
− VnnVk1n
E2nk1
) ∣∣∣k(0)1 〉− 12 Vnk1Vk1nE2k1n
∣∣n(0)〉 , (4.12)
∣∣n(3)〉 = [−Vk1k2Vk2k3Vk3n
Ek1nEnk2Enk3
+
VnnVk1k2Vk2n
Ek1nEnk2
(
1
Enk1
+
1
Enk2
)
−
−|Vnn|
2 Vk1n
E3k1n
+
|Vnk2 |2 Vk1n
Ek1nEnk2
(
1
Enk1
+
1
2Enk2
)] ∣∣∣k(0)1 〉+
+
[
−Vnk2Vk2k1Vk1n + Vk2nVk1k2Vnk1
2E2nk2Enk1
+
|Vnk1|2 Vnn
E3nk1
] ∣∣n(0)〉 ,
(4.13)
gdje su uvedene pokrate Vnm ≡
〈
n(0)
∣∣ HˆI ∣∣m(0)〉 i Enm = E(0)n − E(0)m te se podrazumi-
jeva sumacija po indeksima k1, k2 i k3, vidljivo je da ARB do trec´ega reda obuhvac´a
sve ove popravke, s razlikom da ih ARB uzima egzaktno kada su one rezonantne dok
ih Rayleigh-Schro¨dingerova teorija uzima samo perturbativno.
U ovome radu za konstrukciju reducirane baze koristi se dodatni rezonantni uvjet,
slicˇan onome (4.10) gdje se u nazivniku umjesto energije E˜00 pocˇetnog stanja nulte
generacije nalazi energija stanja G− 1 generacije. Uz takav dodatni rezonantni uvjet
ARB obuhvac´a i vec´inu korekcija viˇsih redova Rayleigh-Schro¨dingerove perturbacij-
ske teorije za dano pocˇetno stanje.
Valja primijetiti da slucˇaj R = 0 odgovara ED bez aproksimacija, sˇto je pristup
primjenjiv za sustave do L = 16. Nasuprot tome, ARB mozˇe mijenjanjem parametraR
izdvojiti samo neka, nadamo se sva relevantna stanja za proracˇun danih korelacijskih
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funkcija na dugim vremenskim skalama, cˇiji je broj Nst (znatno) manji od ukupnog
broja stanja Ntot. Time se onda ujedno mogu proucˇavati i sustavi s vec´om linearnom
dimenzijom (L > 16).
4.4 Statistika rezonanci
Prakticˇno pitanje koje se postavlja jest koji su dijelovi hamiltonijana medudjelovanja,
Hˆ3I ili Hˆ
4
I , vazˇniji prilikom konstrukcije reducirane baze? Kako je rigorozna ana-
liticˇka analiza matricˇnih elemenata u izrazima (4.8) i (4.9) vrlo zahtjevna, pogodno
je osloniti se na numericˇku evaluaciju njihove statistike [54].
Na slici 4.1 prikazani su numericˇki rezultati za prosjecˇan broj rezonanci ρres po
jednom stanju u reduciranoj bazi, reskaliran s R, kao funkcija nereda W ,
Rρres =
R
L
∫ ∞
R
drf(r,W ), (4.14)
gdje je f(r,W ) distribucija rezonanci prema njihovoj jacˇini, r > R ∼ 1. Mozˇe se
Slika 4.1: Gustoc´a rezonanci ρres po jednom stanju u reduciranoj bazi reskalirana s
R, prikazana odvojeno za Hˆ3I (crna boja) i Hˆ
4
I (crvena boja) cˇlan. Preuzeto iz [54].
vidjeti da se sa smanjivanjem nereda gustoc´a rezonanci brzo povec´ava, sˇto je odraz
ergodicˇnog ponasˇanja sustava na malim neredima. U suprotnoj granici jakog ne-
reda gustoc´a rezonanci postaje mala, sˇto povlacˇi da su jake rezonance koje zado-
voljavaju uvjet (4.10) rijetke kombinacije odredenih matricˇnih elemenata i razlika
energija jednocˇesticˇnih Andersonovih stanja. Za te jake rezonance skaliranje s R na
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slici 4.1 ukazuje na ρres ∼ 1/R, odnosno da je gustoc´a rezonanci dana dugim re-
pom distribucijske funkcije f(r,W ) koja se asimptotski ponasˇa kao f(r,W ) ∼ r−ζ ,
ζ ≈ 2. Konacˇno, slika 4.1 ukazuje da u granici slabe lokalizacije, mali W , najrele-
vantniji doprinosi rezonancama dolaze od Hˆ4I dijela hamiltonijana, odnosno dvostru-
kog cˇesticˇno-ˇsupljinskog pobudenja. S druge strane, u granici jakog nereda gustoc´a
rezonanci je uvijek vec´a za Hˆ3I cˇlan. Zanimljivo, statistika rezonanci ne mijenja se
niti na kvalitativan niti na kvantitativan nacˇin iskljucˇi li se Hartree-Fockova korekcija
energija mnogocˇesticˇnih Andersonovih stanja (4.7).
Naposljetku, valja naglasiti da je dominantan oblik rezonanci oblik u kojemu su
stanja u izrazu (4.10) daleko (blizu) u realnom prostoru, s malom (velikom) razlikom
energija. Ovo je zapravo rezultat koji slijedi Mottov argument [43]. Analogija je
jednostavna buduc´i da se svakom lokaliziranom stanju mozˇe jednoznacˇno pridruzˇiti
cˇvor s maksimalnom gustoc´om valne funkcije, slika 3.1. Sukladno tome, i vrijednost
matricˇnog elementa raste kako su stanja blizˇe u prostoru, pa se mozˇe rec´i da su
tipicˇne rezonance one s malim (velikim) matricˇnim elementom i malom (velikom)
razlikom energija.
28
5 Korelacijska funkcija gustoc´e
U ovom poglavlju podrobno je razmatrana korelacijska funkcija gustoc´e te je uve-
dena krutost kao dugovremenski limit odgovarajuc´e vremenske korelacijske funkcije.
Opisana je veza izmedu krutosti i ergodicˇnosti sustava te je krutost gustoc´e naboja
raspravljana u kontekstu MBL faze. U raspravi rezultata prvo su prikazani rezultati za
krutost gustoc´e naboja na pojedinom cˇvoru resˇetke u formalnoj granici beskonacˇne
temperature te su na temelju tih rezultata iznijeti neki zakljucˇci o svojstvima lokalizi-
rane faze. Zatim su krutosti gustoc´e naboja proucˇavane u ARB za razlicˇite vrijednosti
jacˇine nereda W te je pomoc´u dobivenih vrijednosti dugovremenskih korelacijskih
funkcija ispitana konvergentnost ARB i njezini razlicˇiti aspekti ponasˇanja u razlicˇitim
parametarskim rezˇimima. Dalje je uveden aproksimativni model hamiltonijana cˇiji
se fazni dijagram kvalitativno ne razlikuje od faznog dijagrama punog MBL hamil-
tonijana, te su u ARB na aproksimativnom modelu hamiltonijana racˇunate srednje
krutosti gustoc´e naboja sustava velikih linearnih dimenzija, L ≤ 40, sˇto je omoguc´ilo
sigurniju raspravu o skaliranju rezultata na termodinamicˇku granicu.
5.1 Korelacijske funkcije i krutosti
Sasvim opc´enito, korelacijske funkcije opisuju medusobnu prostornu i vremensku
povezanost mikroskopskih varijabli [55]. Uobicˇajeno ih je definirati kao termodi-
namicˇki prosjek produkta dvaju operatora Aˆ i Bˆ na pozicijama r′ i r′+r te vremenima
t′ i t′ + t
〈
Aˆ (r′, t′) Bˆ (r′ + r, t′ + t)
〉
=
1
Z
Tr
[
Aˆ (r′, t′) Bˆ (r′ + r, t′ + t)
]
, (5.1)
gdje je Z particijska funkcija te 〈·〉 oznacˇava spomenuto termodinamicˇko usrednjava-
nje. Ukoliko josˇ operatori Aˆ i Bˆ predstavljaju jednu te istu mikroskopsku varijablu,
takva korelacijska funkcija naziva se autokorelacijska funkcija.
U ovom radu podrobnije c´e se proucˇavati vremenski ovisne korelacije, formalno
u granici beskonacˇne temperature, T → ∞. Tada termodinamicˇki prosjek obuhvac´a
sva stanja sustava s jednakom vjerojatnosˇc´u pa se izraz (5.1) svodi na usrednjavanje
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po svim stanjima
〈
Aˆ (t′) Bˆ (t′ + t)
〉
=
1
Ntot
Ntot∑
n=1
〈n| Aˆ (t′) Bˆ (t′ + t) |n〉 , (5.2)
gdje je Ntot ukupni broj stanja |n〉. Valja primijetiti da se u izrazu (5.2) pojavljuju t i
t′. No u konacˇnici c´e biti od interesa promatrati samo korelacije na dugim vremen-
skim skalama kako bi se razlikovala ergodicˇna ponasˇanja od onih neergodicˇnih, svoj-
stvenih MBL fazi kada se pojedine velicˇine ne relaksiraju niti na dugim vremenima.
Promatrati c´e se zato vremenska usrednjenja bez eksplicitne ovisnosti o pocˇetnom
trenutku. Odnosno, promatrati c´e se vremenski ovisna korelacijska funkcija dana
formalno s
CAB(t) = lim
τ ′→∞
1
τ ′
∫ τ ′
0
dt′
1
Ntot
Ntot∑
n=1
〈n| Aˆ (t′) Bˆ (t′ + t) |n〉 , (5.3)
gdje vremensko usrednjenje podrazumijeva duge vremenske skale τ ′ za koje kon-
kretno pocˇetno vrijeme t′ ne igra nikakvu ulogu.
Uz pretpostavku da su stanja sustava bez degeneracije, za vremenski ovisni ope-
rator mozˇe se pisati
Aˆ(t) =
∑
n,m
|n〉Anm 〈m| ei(Em−En)t, (5.4)
gdje je En energija stanja |n〉 i Anm matricˇni element 〈n| Aˆ |m〉, pa se za korelacijsku
funkciju (5.3), kao sˇto je pokazano u dodatku C, dobiva
CAB(t) =
1
Ntot
Ntot∑
n,m=1
AnmBmne
i(En−Em)t. (5.5)
Posebice, zanimati c´e nas takozvana krutost DAB, koja odgovara granici vremen-
skog usrednjenja korelacijske funkcije CAB(t)
DAB = lim
τ→∞
1
τ
∫ τ
0
dtCAB(t)
=
1
Ntot
Ntot∑
n=1
AnnBnn,
(5.6)
gdje se podrazumijeva τ  τ ′  1/tp, odnosno da se u odnosu na pocˇetni trenutak
korelacije mjere na jako dugim vremenskim skalama.
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Ovako uvedena krutost mozˇe posluzˇiti kao indikator neergodicˇnosti sustava. Na-
ime, ukoliko su operatori Aˆ i Bˆ lokalni i vrijedi
〈
Aˆ
〉
= 0 ili
〈
Bˆ
〉
= 0, te
〈
AˆHˆ
〉
= 0
ili
〈
BˆHˆ
〉
= 0, neiˇscˇezavajuc´a vrijednost krutosti, DAB 6= 0, ukazuje na postoja-
nje kvazilokalne sacˇuvane velicˇine u dinamici sustava koja se ne relaksira. Drugim
rijecˇima, informacija o pocˇetnom stanju sustava ostaje sacˇuvana cˇak i na jako dugim
vremenskim skalama, odnosno sustav se ponasˇa neergodicˇno.
5.2 Krutost gustoc´e naboja i MBL faza
Izborom Aˆ = Bˆ = δnˆi = nˆi/n¯ − 1 gdje je nˆi operator gustoc´e naboja na cˇvoru i te
n¯ srednja gustoc´a naboja sustava, dobiva se korelacijska funkcija krutosti nabojnih
stupnjeva slobode. Dugovremenska autokorelacija naboja na pojedinom cˇvoru dana
je s
Di =
1
Ntot
Ntot∑
n=1
[(δni)nn]
2 , 0 ≤ Di ≤ 1. (5.7)
Valja primijetiti da je ovakva krutostDi analogna Edwards-Andersonovom parametru
uredenja [56]. Ovaj parametar uredenja obicˇno se analizira u kontekstu staklastih
faznih prijelaza.
Opc´enito se ocˇekuje da c´e u ergodicˇnoj fazi nakon dovoljno dugog vremena zbog
medudjelovanja izmedu cˇestica doc´i do relaksacije i zaboravljanja pocˇetnih rubnih
uvjeta, te c´e kao rezultat toga na svim cˇvorovima resˇetke vjerojatnost preko dugih
vremenskih skala da su cˇvorovi zauzeti ili prazni biti jednaka i neovisna o zauzetosti
u pocˇetnom vremenskom trenutku, 〈nˆi〉 = n¯. Drugim rijecˇima, za ergodicˇne sustave
krutost (5.7) iˇscˇezava. S druge strane, konacˇnost krutosti gustoc´e naboja, 0 < Di ≤ 1,
signalizira da nabojni stupnjevi slobode i nakon dugog vremena ostaju korelirani s
pocˇetnom konfiguracijom raspodjele naboja na pojedinim cˇvorovima. Ovakvo neer-
godicˇno ponasˇanje odgovara MBL fazi [30,31].
Kako bi proucˇili svojstva dugovremenskih korelacija naboja (5.7) modela (3.8) za
razlicˇite vrijednosti nereda, na slici 5.1 prikazan je rezultat vezan uz termalni prosjek
krutosti gustoc´e naboja na beskonacˇnoj temperaturi Di za nerede W = 2−8 jednakih
prostornih konfiguracija hi/W dobiven ED. Sa slike 5.1 vidi se da usrednjeni Di po
svim stanjima i u granici beskonacˇne temperature pokazuje znatnu ovisnost o cˇvoru
resˇetke, cˇak sˇtoviˇse, da postoji jasna prostorno ovisna veza izmedu konfiguracije ne-
reda hi i vrijednosti krutosti gustoc´e naboja Di, sˇto je ponasˇanje koje susrec´emo i
31
kod staklastih stanja [56]. Konkretno, cˇvorovi i = 2, 12 s izrazˇenim maksimumima
krutosti gustoc´e naboja odvojeni su velikom energetskom barijerom ∆h ∼ 2W od su-
sjednih cˇvorova (i± 1). Ukupno, izgleda kao da se krutost gustoc´e naboja Di mono-
tono skalira s jacˇinom nereda W . Ovakvo ponasˇanje ocˇituje se na svim vrijednostima
nereda i sugerira kontinuirani prijelaz iz ergodicˇne u neergodicˇnu MBL fazu. No ovi
zanimljivi aspekti rezultata vezani u prvom redu za ergodicˇnost sustava ipak zahti-
jevaju podrobnija daljnja razmatranja kako bi se s vec´om sigurnosˇc´u mogli dovesti u
vezu sa scenarijima mnogocˇesticˇne lokalizacije. Posebice, od interesa je proucˇiti sˇto
se dogada u sustavima velikih linearnih dimenzija (L > 16) pa je potrebno pogledati
izraze za korelacijske funkcije i krutosti u ARB.
h i
D i
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Slika 5.1: Krutost gustoc´e naboja na pojedinom cˇvoru u granici beskonacˇne tempe-
rature (5.7) izracˇunata egzaktno za razlicˇite vrijednosti nereda W = 2 − 8 uz fiksnu
prostornu konfiguraciju nereda hi/W .
5.3 Korelacijske funkcije i krutosti u ARB
U kontekstu ARB termodinamicˇki prosjek u izrazu za vremenski ovisnu korelacijsku
funkciju (5.2) ukljucˇuje uprosjecˇivanje po (znatno) manjem broju stanja reducirane
baze 〈
Aˆ (t′) Bˆ (t′ + t)
〉
' 1
Nst
Nst∑
n=1
〈n| Aˆ (t′) Bˆ (t′ + t) |n〉 , (5.8)
gdje sada za razliku od stanja |m˜〉, mnogocˇesticˇna Andersonova stanja |n〉 nisu svoj-
stvena stanja punog MBL hamiltonijana (3.8). Medutim, stanja |n〉 josˇ uvijek mogu
posluzˇiti kao prikladna stanja za izvrijednjavanje termodinamicˇkog prosjeka.
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Pretpostavljajuc´i i dalje da je spektar mnogocˇesticˇnih stanja bez degeneracija za
vremenski usrednjenu korelacijsku funkciju u ARB se dobiva
CAB(t) =
1
Nst
Nst∑
n=1
m˜l˜
|〈n|m˜〉|2Am˜l˜Bl˜m˜ei(Em˜−El˜)t, (5.9)
odnosno za krutost
DAB =
1
Nst
Nst∑
n=1
m˜
|〈n|m˜〉|2Am˜m˜Bm˜m˜, (5.10)
sˇto se u slucˇaju uprosjecˇivanja po svim stanjima |n〉 zbog svojstva potpunosti baze
svodi na izraz (5.6) Podrobnosti izvoda nalaze se u dodatku C. Konkretno, dugovre-
menska autokorelacija naboja na pojedinom cˇvoru (5.7) u ARB dana je s
Di =
1
Nst
Nst∑
n=1
m˜
|〈n|m˜〉|2 [(δni)nn]2 . (5.11)
Treba primijetiti da doprinosi za dugovremensko ponasˇanje ovise izravno o prek-
lopu s pocˇetnim stanjem |n〉, odnosno samo svojstvena stanja sustava s velikim prek-
lopom na to pocˇetno stanje |n〉 c´e znatnije doprinositi u izrazu (5.10). To je upravo u
duhu izbora relevantnih stanja unutar opisane metode reducirane baze jer se u nul-
toj generaciji krec´e od nekog danog stanja |n〉. Drugim rijecˇima, ARB bi trebala dati
vrlo dobru aproksimaciju dugovremenskog ponasˇanja pojedinih korelacijskih funk-
cija, odnosno za ponasˇanje krutosti dane izrazom (5.10), a nakon uprosjecˇivanja po
svim mnogocˇesticˇnim Andersonovim stanjima i za egzaktnu krutost (5.6).
5.4 Krutost gustoc´e naboja i konvergencija ARB
Konvergentnost ARB ispitana je promatranjem krutosti gustoc´e naboja na pojedinom
cˇvoru bez usrednjavanja po neredu, odnosno stanjima |n〉
Di(n) =
∑
m˜
|〈n|m˜〉|2 [(δni)m˜m˜]2 . (5.12)
Na slici 5.2 prikazane su krutosti gustoc´e naboja (5.12) dobivene u ARB uz vrijednost
parametra R2 = 0.01 u izrazu (4.10). Ova vrijednost parametra R koriˇstena je u svim
daljnjim rezultatima ovoga rada. Slika 5.2 daje jasan uvid u konvergentnost ARB. U
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Slika 5.2: Krutosti gustoc´e naboja na pojedinom cˇvoru (5.12) izracˇunata unutar ARB
za razlicˇite vrijednosti i konfiguracije nereda W = 2 − 16. Uvjet rezonancije je pos-
tavljen na R2 = 0.01 te G oznacˇava broj generacije. Dobiveni rezultati usporedeni su
s egzaktnim vrijednostima (crna linija).
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lijevom stupcu prikazani su primjeri s tipicˇnim ponasˇanjem krutosti gustoc´e naboja
kroz generacije. Vec´ se u cˇetvrtoj generaciji, G = 4, aproksimativni rezultati vrlo
dobro slazˇu s egzaktnima. Ono sˇto takoder treba primijetiti za male nerede je kako je
konvergencija ARB monotona, svaki puta podrazumijevajuc´i sve vec´i broj rezonanci
po generaciji. To ujedno znacˇi i kako broj stanja u reduciranoj bazi razmjerno brzo
raste s porastom broja generacije G. Ovo ponasˇanje kroz generacije ujedno daje
jednostavan zor ergodicˇkog ponasˇanja sustava. Nasuprot tome, za vrlo jake nerede,
W = 16, vrlo dobro slaganje s egzaktnim rezultatima mozˇe se dobiti vec´ s malim
brojem stanja i u niskim generacijama, sˇto samo po sebi ukazuje na neergodicˇnu
dinamiku sustava na dugim vremenskim skalama.
Medutim, za neka pocˇetna stanja |n〉 pojavljuju se i slucˇajevi s netipicˇnim ponasˇa-
njem gdje u viˇsoj generaciji dolazi do vidljivog odstupanja od egzaktnih vrijednosti.
Primjeri takvih slucˇajeva posebno su izdvojeni i mogu se vidjeti u drugom stupcu slike
5.2, pri cˇemu se mogu razlikovati dva tipa netipicˇnog ponasˇanja. Prvi tip karakteri-
zira veliko odstupanje od monotone konvergencije u jednoj generaciji, kao primjerice
na slici 5.2 trec´a generacija za nered W = 6 i cˇetvrta generacija za nered W = 4, dok
je za drugi tip specificˇno da korelacijska funkcija na pojedinim cˇvorovima iskazuje
odstupanja i za vec´e G, kao na slici 5.2 za slucˇajeve W = 8, 16. No istovremeno
ovdje treba posebno naglasiti kako pojava netipicˇnih ponasˇanja nije vezana za neko
kvalitativno fizikalno odstupanje. Naime, pazˇljiviji uvid pokazuje da odstupanja nas-
taju kada ARB ne uspijeva obuhvatiti ili krivo odreduje vrlo osjetljivi (rezonantni)
meduodnos izmedu jednog do dva stanja posebno relevantna za dugovremensku di-
namiku sustava. Posebice, kao sˇto c´emo vidjeti u nastavku, odstupanja ne utjecˇu
bitno na usrednjenu vrijednost srednje krutosti gustoc´e naboja po velikom broju kon-
figuracija nereda kao osnovnog parametra koji karakterizira globalnu ergodicˇnost
sustava. Sˇtoviˇse, ovakva odstupanja u pojedinim generacijama mogu se pojaviti i u
slucˇajevima kada je rezonantni parametar postavljen na R = 0.
5.5 Aproksimativni model hamiltonijana medudjelovanja
U potpoglavlju 4.4 proucˇavana je gustoc´a rezonanci te je ustanovljeno da na jakim
neredima dominantan doprinos rasprsˇenjima dolazi od Hˆ3I dijela hamiltonijana. Na-
dalje, djelovanje Hˆ3I cˇlana pruzˇa jednostavni uvid u prac´enje fizikalnih procesa koji
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se odvijaju prilikom konstrukcije reducirane baze buduc´i da Hˆ3I u svakoj generaciji
doprinosi samo jednim cˇesticˇno-ˇsupljinskim pobudenjem. Korisno je stoga usporediti
ponasˇanje srednje krutosti gustoc´e naboja
D¯(n) =
1
L
L∑
i=1
Di(n), (5.13)
usrednjene preko mnogo konfiguracija nereda buduc´i da krutost gustoc´e naboja na
pojedinom cˇvoru mozˇe ovisiti o konkretnoj realizaciji nereda, koja karakterizira glo-
balnu ergodicˇnost sustava s i bez Hˆ4I cˇlana gdje u drugom slucˇaju postoji izravna veza
izmedu generacija i najvec´eg broj stvorenih cˇestica-ˇsupljina parova.
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Slika 5.3: Srednja krutost gustoc´e naboja (5.13) sustava linearne dimenzije L = 14
za razlicˇite vrijednosti nereda W usrednjena preko 128 konfiguracija nereda. Srednja
krutost gustoc´e naboja racˇunata je u dva modela, s i bez Hˆ4I dijela hamiltonijana, gdje
se vidi da oba modela vode na isto kvalitativno ponasˇanje srednje krutosti gustoc´e
naboja. Unutar ta dva modela takoder su usporedivane aproksimativne s R2 = 0.01 i
egzaktne vrijednosti srednje krutosti gustoc´e naboja.
Na slici 5.3 prikazana je srednja krutost gustoc´e naboja (5.13) usrednjena preko
128 konfiguracija nereda u dva razlicˇita modela, s i bez Hˆ4I dijela hamiltonijana, te
su unutar ta dva modela usporedivane egzaktne vrijednosti krutosti gustoc´e naboja
i aproksimativne vrijednosti u ARB. Sa slike 5.3 je jasno da srednja krutost gustoc´e
naboja pokazuje kvalitativno, a na viˇsim neredima i kvantitativno isto ponasˇanje u
slucˇajevima kada je Hˆ4I dio hamiltonijana iskljucˇen i ukljucˇen, s razlikom da na ma-
njim neredima kada ocˇekujemo ergodicˇno ponasˇanje sustava, aproksimacija nesˇto
brzˇe konvergira s ukljucˇenim Hˆ4I cˇlanom, buduc´i da se tada po generaciji generira
viˇse stanja. Stoga je za istrazˇivanje lokalizirane faze na jakim neredima i prijelaza
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u nju dovoljno raditi s Hˆ3I doprinosima, odnosno fazni dijagram s takvim modelom
se kvalitativno nec´e razlikovati od modela u kojemu su oba cˇlana, Hˆ3I i Hˆ
4
I , uzeta
u obzir. Iz tog razloga je u daljnjoj raspravi rezultata koriˇsten model u kojemu su
rasprsˇenja u potpunosti opisana s Hˆ3I dijelom hamiltonijana gdje onda broj G jed-
noznacˇno definira maksimalni broj pobudenih elektron-ˇsupljina parova u odnosu na
pocˇetno stanje.
Rezultati na slici 5.3 takoder mogu posluzˇiti za ocjenu konvergentnosti aprok-
simacije. Iako za pojedinu konfiguraciju nereda, odnosno bez uprosjecˇivanja po
pocˇetnim stanjima, slika 5.2, u pojedinim generacijama mozˇe doc´i do odstupanja
vrijednosti krutosti gustoc´e naboja, odnosno ARB ne konvergira monotono, upro-
sjecˇena vrijednost srednje krutosti gustoc´e naboja na slici 5.3 monotono konvergira
egzaktnim vrijednostima. To sugerira da su ranije spomenuta odstupanja zapravo
slucˇajna i rijetka, pa njihov ucˇinak nakon uprosjecˇivanja rezultata po velikom broju
uzoraka nestaje. Nadalje, na jakim neredima egzaktne vrijednosti srednje krutosti
gustoc´e naboja mogu se dobiti vec´ u vrlo niskoj generaciji. Kako je upravo upro-
sjecˇena vrijednost srednje krutosti gustoc´e naboja osnovni parametar koji karakteri-
zira ergodicˇnost sustava, mozˇe se rec´i da ARB najcˇesˇc´e, zbog malog srednjeg broja
rezonanci, vec´ u niskom redu mozˇe obuhvatiti sve relevantne procese za opis MBL
faze.
5.6 Skaliranje s linearnom dimenzijom sustava
Krajnji je cilj ovoga rada ispitati svojstva sustava velikih linearnih dimenzija (L > 16)
s obzirom na svojstvo ergodicˇnosti, sˇto bi omoguc´ilo bolje razumijevanje i predvidanje
ponasˇanja rezultata u termodinamicˇkoj granici. Za pocˇetak je korisno pogledati
ponasˇanje srednje krutosti gustoc´e naboja usrednjene preko velikog broja konfigura-
cija nereda u ovisnosti o inverzu linearne dimenzije sustava dobiveno ED do L = 16,
slika 5.4. Prikazane pogresˇke odgovaraju standardnoj devijaciji.
Za slabi nered, W = 2, na slici 5.4 izgleda da se vrijednost srednje krutosti
gustoc´e naboja sve viˇse smanjuje kako se linearna dimenzija sustava povec´ava. Slicˇno
ponasˇanje ocˇituje se i za nered W = 4, no nedostatak informacije o ponasˇanju
srednje krutosti gustoc´e naboja u sustavima vec´ih linearnih dimenzija onemoguc´uje
donosˇenje zakljucˇka o konacˇnom skaliranju rezultata za manje nerede. Konkretno,
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iˇscˇezava li srednja krutost gustoc´e naboja za manje nerede u termodinamicˇkoj granici
ili ostaje mala, ali ipak konacˇna. S druge strane, ponasˇanje srednje krutosti gustoc´e
naboja na vec´im neredima, W = 6− 16, sugerira da njena vrijednost ostaje konacˇna
i za sustave velikih linearnih dimenzija. Tome ide u prilog i ponasˇanje standardne
devijacije na slici 5.4, gdje je vidljivo da se njena vrijednost unatocˇ velikoj fluktuaciji
srednje krutosti gustoc´e naboja od uzorka do uzorka sve viˇse smanjuje kako line-
arna dimenzija sustava raste, sˇto sugerira da je njena srednja vrijednost sve tocˇnije
odredena kako L raste. Medutim, ovi rezultati dobiveni su ipak na sustavima manjih
linearnih dimenzija kada su i standardne devijacije razmjerno velike zbog cˇega je
posebno zanimjivo razmotriti sustave vec´ih linearnih dimenzija. Stoga je u nastavku
koriˇstena ARB u svrhu ispitivanja ponasˇanja srednje krutosti gustoc´e naboja i sustava
vec´ih linearnih dimenzija.
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Slika 5.4: Srednja krutost gustoc´e naboja usrednjena preko 128 konfiguracija nereda
dobivena ED do L = 16 za razlicˇite vrijednosti nereda W u ovisnosti o inverzu line-
arne dimenzije sustava. Prikazane pogresˇke odgovaraju standardnoj devijaciji.
Srednja krutost gustoc´e naboja na slici 5.4 pokazuje kvalitativno razlicˇito ponasˇa-
nje na malim i velikim neredima. Iz tog razloga, promatrani su rezultati koje ARB
daje za dva ekstremna nereda, W = 2 i W = 16. Slucˇaj W = 2 prikazan je na slici 5.5
gdje se mozˇe pratiti ponasˇanje srednje krutosti gustoc´e naboja usrednjene preko 128
konfiguracija nereda u ovisnosti o inverzu linearne dimenzije sustava kroz sedam
generacija. Za fiksnu generaciju G maksimalni L odreden je maksimalnim brojem
stanja reducirane baze dostupnim numericˇkim simulacijama.
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Sa slike 5.5 vidimo da se trend egzaktnih rezultata reproducira nakon cˇetvrte
generacije. Medutim, za sustave velikih linearnih dimenzija s malim neredom broj
stanja u petoj generaciji postaje toliko velik da je reducirana baza usporediva s pot-
punim skupom stanja. Ovo ima jednostavnu fizikalnu interpretaciju. Krec´uc´i od
baze lokaliziranih mnogocˇesticˇnih Andersonovih stanja, za opis ergodicˇnih svojstve-
nih stanja na manjim neredima potrebna je reducirana baza cˇiji je broj lokaliziranih
mnogocˇesticˇnih Andersonovih stanja sumjerljiv s ukupnim brojem stanja. Stoga u
slucˇaju malih nereda ARB ne pokazuje prednosti u ispitivanju dugovremenskih kore-
lacija u sustavima velikih linearnih dimenzija. To je potpuno u skladu s ocˇekivanjima,
buduc´i da je ARB predvidena za racˇunanje dugovremenskih korelacija u jako lokali-
ziranim sustavima, odnosno u sustavima s velikim neredom.
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Slika 5.5: Srednja krutost gustoc´e naboja usrednjena preko 128 konfiguracija nereda
dobivena unutar ARB s R2 = 0.01 kroz sedam generacija za nered W = 2. Za fiksnu
generaciju G maksimalni L odreden je maksimalnim brojem stanja reducirane baze
dostupnim numericˇkim simulacijama.
Prednosti ARB dolaze do izrazˇaja za vec´e nerede. Na slici 5.6 prikazana je srednja
krutost gustoc´e naboja usrednjena preko 128 konfiguracija nereda u prvoj i sedmoj
generaciji do L = 40, zajedno sa standardnim devijacijama te egzaktnim vrijednos-
tima srednje krutosti gustoc´e naboja do L = 16. Dobiveni rezultati sugeriraju da
se na velikom neredu vrijednost srednje krutosti gustoc´e naboja znatnije ne mijenja
kako linearna dimenzija sustava raste, odnosno da ostaje konacˇna u termodinamicˇkoj
granici. Takoder se mozˇe primijetiti da na velikom neredu obicˇno vec´ prva genera-
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Slika 5.6: Srednja krutost gustoc´e naboja usrednjena preko 128 konfiguracija nereda
dobivena unutar ARB s R2 = 0.01 u prvoj i sedmoj generaciji za nered W = 16 do L =
40, zajedno s egzaktnim vrijednostima do L = 16. Prikazane pogresˇke odgovaraju
standardnoj devijaciji.
cija daje vrlo dobro slaganje s egzaktnim rezultatima. Za usporedbu, na slici 5.6 su
takoder nacrtane vrijednosti srednje krutosti gustoc´e naboja dobivene u sedmoj ge-
neraciji. Vidljivo je da su gotovo identicˇne onima u prvoj generaciji, odnosno egzak-
tnim vrijednostima krutosti gustoc´e naboja do L = 16. To sugerira da bi se na viˇsim
neredima s ARB moglo racˇunati srednju krutost gustoc´e naboja u vrlo niskom redu
sˇto bi omoguc´ilo ispitivanje svojstava sustava josˇ vec´ih linearnih dimenzija. Ipak,
treba imati na umu da ponekad dolazi i do odstupanja rezultata dobivenih u ARB,
naprimjer netipicˇna ponasˇanja na slici (5.2), gdje se pojavljuju rezonance koje krivo
odreduju fini meduodnos stanja posebno relevantnih za dugovremensku dinamiku
sustava pa se u tom slucˇaju nije dovoljno zadrzˇati na prvoj generaciji, vec´ se moraju
uzeti u obzir i popravke viˇseg reda kako bi se na kraju njihov fini meduodnos ispravno
odredio.
Koristec´i prednosti koje ARB pruzˇa za proracˇun dugovremenskih korelacija u sus-
tavima s velikim neredom, slika 5.4 mozˇe se nadopuniti vrijednostima srednje kru-
tosti gustoc´e naboja sustava vec´ih linearnih dimenzija (L > 16). Skaliranje s nado-
punjenim rezultatima prikazano je na slici 5.7. Vrijednosti srednje krutosti gustoc´e
naboja do L = 16 preuzete su sa slike 5.4, odnosno dobivene su ED, dok su vri-
jednosti za sustave vec´ih linearnih dimenzija racˇunate u sedmoj generaciji. Izuzev
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Slika 5.7: Srednja krutost gustoc´e naboja usrednjena preko 128 konfiguracije nereda
za razlicˇite vrijednosti nereda W u ovisnosti o inverzu linearne dimenzije sustava.
Rezultati do L = 16 dobiveni su ED, dok su srednje krutosti gustoc´e naboja za vec´e
linearne dimenzije racˇunate u sedmoj generaciji s R2 = 0.01. Za fiksni nered W
maksimalni moguc´i L odreden je maksimalnim brojem stanja sedme generacije dos-
tupan numericˇkim simulacijama, izuzev slucˇaja W = 16, gdje su promatrani rezultati
do L = 40. Rezultati na velikim neredima, W = 6 − 16 skalirani su linearno na
termodinamicˇku granicu. Prikazane pogresˇke odgovaraju standardnoj devijaciji.
nereda W = 16 gdje su proucˇavani sustavi do L = 40, za ostale nerede maksimalni
moguc´i L odreden je maksimalnim brojem stanja sedme generacije koji je dostupan
numericˇkim simulacijama.
Na manjim neredima broj stanja ocˇekivano vrlo brzo raste kroz generacije pa vec´
za male linearne dimenzije broj stanja reducirane baze postaje sumjerljiv s ukupnim
brojem stanja. Sukladno tome, za manje nerede ni ARB ne mozˇe prosˇiriti egzaktne
rezultate na vec´e linearne dimenzije. Medutim, kako nered raste tako se za fiksnu
generaciju i fiksni L broj stanja reducirane baze smanjuje. Stoga se za vec´e nerede
egzaktni rezultati mogu prosˇiriti na nesˇto vec´e linearne dimenzije. Posebno, za ne-
red W = 16 egzaktni rezultati protegnuti su sve do L = 40 gdje je vidljivo da vri-
jednost srednje krutosti gustoc´e naboja ostaje gotovo nepromijenjena kako linearna
dimenzija sustava raste. Takoder i standardna devijacija sve viˇse pada kako L raste,
sˇto sugerira da su usrednjene vrijednosti srednje krutosti gustoc´e naboja sve tocˇnije
odredene. To omoguc´uje da se za sustave s velikim neredom mozˇe sigurnije rasprav-
ljati o skaliranju rezultata na termodinamicˇku granicu pa su rezultati za W = 6− 16
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na slici 5.7 linearno skalirani prema L→∞. Rezultati linearnog skaliranje pokazuju
da se vrijednost srednje krutosti gustoc´e naboja s neredom ocˇekivano povec´ava, ali i
da ostaje konacˇna kako L raste. S druge strane, na malom neredu, W = 2, izgleda
da krutost gustoc´e naboja iˇscˇezava u granici L → ∞. To sugerira na vazˇan rezul-
tat da izmedu ova dva slucˇajeva postoji kriticˇna vrijednost nereda Wc na kojoj i u
termodinamicˇkoj granici dolazi do MBL prijelaza.
42
6 Zakljucˇak
U ovom radu opisana je ARB u kontekstu racˇunanja dugovremenskih korelacijskih
funkcija u modelu mnogocˇesticˇne lokalizacije. Prvi dio rezultata posvec´en je nu-
mericˇkom racˇunu ispitivanja karakteristika ergodicˇne i neergodicˇne MBL faze. Kon-
kretno, za mali nered u ergodicˇnoj fazi prosjecˇna vrijednost dugovremenske korela-
cijske funkcije gustoc´e naboja, takozvana krutost gustoc´e naboja, nakon potpunog
uprosjecˇivanja na beskonacˇnoj temperaturi, odnosno po svim stanjima iˇscˇezava, dok
u slucˇaju jakih nereda krutost gustoc´e naboja pokazuje jaku prostornu ovisnost ko-
reliranu s konkretnom konfiguracijom nereda, sˇto je ponasˇanje koje susrec´emo i kod
staklastih stanja.
Pazˇnja je takoder posvec´ena i svojstvima same ARB te je uocˇeno da u vec´ini
slucˇajeva dolazi do brze konvergencije rezultata po generacijama egzaktnim vrijed-
nostima. To povlacˇi da se vec´ s malim brojem generacija (s procesima koji su u ni-
skom redu u medudjelovanju V), odnosno za jacˇe nerede vec´ s razmjerno malim bro-
jem stanja, mozˇe obuhvatiti svu relevantnu fiziku za proucˇavanje dinamike sustava
na dugim vremenskim skalama. Pristup se pokazuje izrazito efikasnim u lokaliziranoj
fazi sˇto omoguc´uje proucˇavanje lokalizirane faze na sustavima velikih linearnih di-
menzija. Stoga su egzaktni rezultati do L = 16 za vrijednost srednje krutosti gustoc´e
naboja nadopunjeni rezultatima ARB do vec´ih linearnih dimenzija, te su za velike
nerede rezultati linearnim fitom skalirani prema termodinamicˇkoj granici L → ∞.
Na manjim neredima izgleda da srednja krutost gustoc´e naboja iˇscˇezava u termodi-
namicˇkoj granici, dok rezultati linearnog skaliranja sugeriraju da vrijednost srednje
krutosti gustoc´e naboja na velikim neredima ostaje konacˇna u granici L → ∞, sˇto
signalizira pojavu MBL faze, odnosno MBL prijelaza na kriticˇnoj vrijednosti nereda
Wc i u termodinamicˇkoj granici. Vrijedi spomenuti da su numericˇke simulacije unu-
tar ovoga rada za sustave s jakim neredom W = 16 izvedene do linearne dimenzije
L = 40, ali da na jakim neredima ARB aproksimacija mozˇe obuhvatiti cˇak i sustave
s vec´om linearnom dimenzijom radi sˇto sigurnije rasprave o skaliranju rezultata na
termodinamicˇku granicu. Posebice, ovaj pristup mozˇe biti vrlo koristan i u komplici-
ranijim modelima, ponajprije u visokodimenzionalnim modelima.
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Dodaci
Dodatak A Entropija prepletenosti
Sasvim opc´enito, rjesˇavanje mnogocˇesticˇnog kvantnog problema svodi se na rjesˇava-
nje hamiltonijana koji djeluje na nekom Hilbertovom prostoru stanja [32]. Cˇesto
je od interesa pocˇetni kvantni sustav podijeliti na manje podsustave gdje je ukupni
Hilbertov prostor stanja tenzorski produkt Hilbertovih prostora stanja manjih pod-
sustava. Konkretno, ukoliko se sustav podijeli na samo dva dijela, A i B, ukupni
Hilbertov prostor dekomponira se kao H = HA ⊗ HB. Ukoliko se s druge strane
vektor stanja ukupnog sustava ne mozˇe napisati kao produkt vektora stanja svakog
od podsustava, kazˇe se da su podsustavi prepleteni.
Cˇisto kvantno stanje, uz pretpostavku da je normalizirano, u Hilbertovom pros-
toru H = HA ⊗HB mozˇe se napisati u obliku
|ψ〉 =
∑
αβ
cαβ |α〉A ⊗ |β〉B , (A.1)
gdje stanja |α〉A tvore ortonormiranu bazu u Hilbertovom prostoruHA, te stanja |β〉B
ortonormiranu bazu u Hilbertovom prostoruHB. Suma po indeksima α i β obuhvac´a
sva stanja u oba Hilbertova prostora.
Schmidtovom dekompozicijom [32] stanje |ψ〉 se mozˇe transformirati u formu
oblika
|ψ〉 =
N∑
σ=1
λσ |σ〉A ⊗ |σ〉B , (A.2)
gdje N oznacˇuje dimenziju dimenzionalno manjeg Hilbertovog prostora HA ili HB.
Stanja |σ〉A/B tvore novi ortonormirani, ali ne nuzˇno potpun skup stanja u HA/B
povezan unitarnom transformacijom sa stanjima |α〉A , |β〉B. λσ su nenegativni realni
brojevi sa svojstvom
∑N
σ=1 λ
2
σ = 1. To omoguc´uje da se slicˇno entropiji statisticˇkog
ansambla
SB = −kB
∑
i
pi ln pi, (A.3)
gdje je pi vjerojatnost realizacije kvantnog stanja i [1], mozˇe uvesti entropija preple-
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tenosti S
S (|ψ〉) = −
N∑
σ=1
λ2σ lnλ
2
σ, (A.4)
gdje je λ2σ vjerojatnost da se sustav nalazi u produktnom stanju |σ〉A ⊗ |σ〉B, pa
entropija prepletenosti daje mjeru prepletenosti dvaju podsustava A i B u stanju
|ψ〉. Alternativno, entropija prepletenosti mozˇe se racˇunati preko reducirane matrice
gustoc´e [32]
S (|ψ〉) = −TrA (ρA ln ρA) , ρA = TrB ρ, ρ = |ψ〉 〈ψ| . (A.5)
Najmanja moguc´a vrijednost entropije prepletenosti jednaka je nuli, sˇto odgovara
slucˇaju kada je |ψ〉 produktno stanje stanja podsustava A i B, odnosno kada podsus-
tavi nisu prepleteni. S druge strane, maksimalna vrijednost entropije prepletenosti
iznosi S = lnN , sˇto odgovara slucˇaju kada se sustav s jednakom vjerojatnosˇc´u nalazi
u bilo kojem produktnom stanju.
Umjesto samog racˇunanja entropije prepletenosti nekog kvantnog stanja za fik-
snu podjelu pocˇetnog sustava na manje podsustave, cˇesto je korisnije gledati kako
se entropija prepletenosti mijenja kako se velicˇina jednog od podsustava smanjuje ili
povec´ava. Konkretno, jednodimenzionalni sustav s L cˇvorova mozˇe se podijeliti na
sljedec´i nacˇin, A = 1, 2, ..., l i B = l + 1, ..., L, te se mozˇe racˇunati entropija preple-
tenosti za l = 1, 2, ..., L/2. Na taj nacˇin mozˇe se ispitati prepletenost podsustava A
razlicˇitih dimenzija sa ostatkom sustava.
Uz pretpostavku da za kvantne sustave koji se termaliziraju vrijedi ETH za re-
duciranu matricu gustoc´e podsustava A vrijedi (2.4) sˇto se aproksimativno svodi na
ρA ≈ 1
Z ′
e−βHˆA ≡ e−β(HˆA−c), (A.6)
gdje je HˆA restrikcija punog hamiltonijana na podsustav A. U tom slucˇaju za entro-
piju prepletenosti vrijedi
S (|ψ〉) = −TrA (ρA log ρA) ≈ β TrA
(
ρA
(
HˆA − c
))
, (A.7)
sˇto priblizˇno odgovara energiji podsustava A. Kako je energija ekstenzivna velicˇina
(E ∝ ld, gdje je l linearna dimenzija podsustava A), entropija prepletenosti svojstve-
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nih stanja sustava u kojima dolazi do termalizacije skalira se s volumenom sustava
S(l) ∝ ld. (A.8)
S druge strane, MBL sustave karakterizira postojanje lokaliziranih stupnjeva slo-
bode cˇije korelacije eksponencijalno trnu u prostoru, pa razlicˇiti stupnjevi slobode
dvaju podsustava mogu biti prepleteni jedino ako su blizu u prostoru [45, 46]. Pos-
ljedica toga je da se entropija prepletenosti svojstvenih stanja MBL sustava skalira s
povrsˇinom sustava
S(l) ∝ ld−1, (A.9)
sˇto je tipicˇno svojstvo osnovnog stanja hamiltonijana s procijepom [57], a koje se u
MBL sustavu protezˇe na cijeli spektar.
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Dodatak B Struktura hamiltonijana medudjelovanja
Za hamiltonijan medudjelovanja gustoc´a naboja susjednih cˇvorova vrijedi
HˆI = V
∑
i
nˆi+1nˆi = V
∑
i
c†i+1ci+1c
†
ici = V
∑
i
c†ic
†
i+1ci+1ci, (B.1)
gdje su kod zadnje jednakosti za dovodenje operatora u ovaj redoslijed koriˇstene
fermionske antikomutacijske relacije
{ci, cj} = 0,
{
c†i , c
†
j
}
= 0,
{
ci, c
†
j
}
= δij. (B.2)
Koristec´i izraz (4.1) koji povezuje Andersonovu bazu i bazu zaposjednuc´a pojedinog
cˇvora, za hamiltonijan medudjelovanja se mozˇe pisati
HˆI = V
∑
jklm
[∑
i
φ∗l,iφ
∗
m,i+1φk,i+1φj,i
]
ϕ†lϕ
†
mϕkϕj, (B.3)
a kako se opc´enito bilo koji dvocˇesticˇni operator u nekoj bazi mozˇe prikazati kao
HˆI = V
∑
jklm
χlmjk ϕ
†
lϕ
†
mϕkϕj, (B.4)
za matricˇni element se mozˇe prepoznati
χlmjk =
∑
i
φ∗l,iφ
∗
m,i+1φk,i+1φj,i. (B.5)
B.1 Svojstva matricˇnih elemenata
Svojstvo (4.5) matricˇnog elementa mozˇe se dobiti jednostavnom manipulicijom iz-
raza (B.5)
χlmjk =
∑
i
φ∗l,iφ
∗
m,i+1φk,i+1φj,i
=
[∑
i
φl,iφm,i+1φ
∗
k,i+1φ
∗
j,i
]∗
=
[∑
i
φ∗j,iφ
∗
k,i+1φm,i+1φl,i
]∗
=
(
χjklm
)∗
.
(B.6)
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B.2 Dijelovi hamiltonijana medudjelovanja
Hamiltonijan medudjelovanja (B.4) mozˇe se podijeliti na razlicˇite dijelove s obzirom
na broj jednakih indeksa j, k, l i m, sˇto je analogno podijeli hamiltonijana na cˇlanove
HˆHF , Hˆ3I i Hˆ
4
I . Time se zapravo potvrduje da ova tri cˇlana u potpunosti opisuju
problem medudjelovanja u sustavu.
1. sva cˇetiri indeksa su jednaka:
Ovaj slucˇaj trivijalno propada jer uvijek mora vrijediti j 6= k i l 6= m, sˇto je
izravna posljedica fermionskih antikomutacijskih relacija.
2. dva od cˇetiri indeksa su razlicˇita:
Postoje dva doprinosa, (m = k, l = j) te (m = j, l = k)
HˆHF = V
∑
j 6=k
χjkjkϕ
†
jϕ
†
kϕkϕj + V
∑
j 6=k
χkjjkϕ
†
kϕ
†
jϕkϕj
= V
∑
j 6=k
χjkjknˆknˆj − V
∑
j 6=k
χkjjkϕ
†
kϕkϕ
†
jϕj
= V
∑
j 6=k
χjkjknˆknˆj − V
∑
j 6=k
χkjjknˆknˆj
= V
∑
j 6=k
(
χjkjk − χkjjk
)
nˆknˆj
= 2V
∑
j>k
(
χjkjk − χkjjk
)
nˆknˆj.
(B.7)
3. tri od cˇetiri indeksa su razlicˇita:
Postoje cˇetiri doprinosa, (j = m), (j = l), (k = m) i (k = l)
Hˆ3I = V
∑
j 6=k 6=l
χljjkϕ
†
lϕ
†
jϕkϕj + V
∑
j 6=k 6=m
χjmjk ϕ
†
jϕ
†
mϕkϕj+
+ V
∑
j 6=k 6=l
χlkjkϕ
†
lϕ
†
kϕkϕj + V
∑
j 6=k 6=m
χkmjk ϕ
†
kϕ
†
mϕkϕj,
(B.8)
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pa se pazˇljivim mijenjanjem indeksa j, k, l i m dobiva
Hˆ3I = −V
∑
j 6=k 6=l
χljjkϕ
†
lϕknˆj + V
∑
j 6=k 6=m
χjmjk ϕ
†
mϕknˆj+
+ V
∑
j 6=k 6=l
χlkjkϕ
†
lϕjnˆk − V
∑
j 6=k 6=m
χkmjk ϕ
†
mϕjnˆk
= −V
∑
j 6=k 6=m
χmjjk ϕ
†
mϕknˆj + V
∑
j 6=k 6=m
χjmjk ϕ
†
mϕknˆj+
+ V
∑
j 6=k 6=m
χmjkj ϕ
†
mϕknˆj − V
∑
j 6=k 6=m
χjmkj ϕ
†
mϕknˆj
= V
∑
j 6=k 6=m
(
χjmjk + χ
mj
kj − χmjjk − χjmkj
)
ϕ†mϕknˆj.
(B.9)
4. sva cˇetiri indeksa razlicˇita:
Vrijedi
Hˆ4I = V
∑
j 6=k 6=l 6=m
l>m,k>j
χlmjk ϕ
†
lϕ
†
mϕkϕj + V
∑
j 6=k 6=l 6=m
l<m,k<j
χlmjk ϕ
†
lϕ
†
mϕkϕj
+ V
∑
j 6=k 6=l 6=m
l>m,k<j
χlmjk ϕ
†
lϕ
†
mϕkϕj + V
∑
j 6=k 6=l 6=m
l<m,k>j
χlmjk ϕ
†
lϕ
†
mϕkϕj.
(B.10)
Ideja je da se u svakoj sumi pojavljuje uvjet (l > m, k > j) pa je potrebno
operatore dovesti na valjanu poziciju i raditi resumacije
Hˆ4I =
∑
j 6=k 6=l 6=m
l>m,k>j
χlmjk ϕ
†
lϕ
†
mϕkϕj +
∑
j 6=k 6=l 6=m
l<m,k<j
χlmjk ϕ
†
mϕ
†
lϕjϕk
−
∑
j 6=k 6=l 6=m
l>m,k<j
χlmjk ϕ
†
lϕ
†
mϕjϕk −
∑
j 6=k 6=l 6=m
l<m,k>j
χlmjk ϕ
†
mϕ
†
lϕkϕj
=
∑
j 6=k 6=l 6=m
l>m,k>j
χlmjk ϕ
†
lϕ
†
mϕkϕj +
∑
j 6=k 6=l 6=m
l>m,k>j
χmlkj ϕ
†
lϕ
†
mϕkϕj
−
∑
j 6=k 6=l 6=m
l>m,k>j
χlmkj ϕ
†
lϕ
†
mϕkϕj −
∑
j 6=k 6=l 6=m
l>m,k>j
χmljk ϕ
†
lϕ
†
mϕkϕj
= V
∑
j 6=k 6=l 6=m
l>m,k>j
(
χlmjk + χ
ml
kj − χmljk − χlmkj
)
ϕ†lϕ
†
mϕkϕj.
(B.11)
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Dodatak C Izvod vremenski usrednjene korelacijske funk-
cije i krutosti
Uvrsˇtavanjem izraza (5.4) za vremenski ovisne operatore Aˆ i Bˆ u izraz za korelacijsku
funkciju (5.3) dobiva se
CAB(t) = lim
τ→∞
1
τ
∫ τ
0
dt′
1
Ntot
Ntot∑
n=1
〈n|
[ ∑
nA,mA
|nA〉 〈mA|AnAmAei(EmA−EnA)t
′×
×
∑
nB ,mB
|nB〉 〈mB|BnBmBei(EmB−EnB)(t
′+t)
]
|n〉
= lim
τ→∞
1
τ
∫ τ
0
dt′
1
Ntot
Ntot∑
n=1
∑
nA,mA
nB ,mB
[〈n|nA〉 〈mA|nB〉 〈mB|n〉×
×AnAmAei(EmA−EnA)t
′
BnBmBe
i(EmB−EnB)(t′+t)
]
= lim
τ→∞
1
τ
∫ τ
0
dt′
1
Ntot
Ntot∑
n=1
∑
nA,mA
nB ,mB
[δn,nAδmA,nBδmB ,n×
×AnAmAei(EmA−EnA)t
′
BnBmBe
i(EmB−EnB)(t′+t)
]
= lim
τ→∞
1
τ
∫ τ
0
dt′
1
Ntot
Ntot∑
n,m=1
AnmBmne
i(Em−En)t′ei(En−Em)(t
′+t)
=
1
Ntot
Ntot∑
n,m=1
AnmBmne
i(En−Em)t lim
τ→∞
1
τ
∫ τ
0
dt′
=
1
Ntot
Ntot∑
n,m=1
AnmBmne
i(En−Em)t.
(C.1)
Nadalje, za krutost DAB vrijedi
DAB = lim
τ→∞
1
τ
∫ τ
0
dtCAB(t)
=
1
Ntot
Ntot∑
n=1
AnmBmn lim
τ→∞
1
τ
∫ τ
0
dtei(En−Em)t
=
1
Ntot
Ntot∑
n=1
AnnBnn,
(C.2)
gdje je iskoriˇstena relacija
lim
τ→∞
1
τ
∫ τ
0
dtei(En−Em)t = δ(En − Em), (C.3)
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odnosno vrijedi n = m buduc´i po pretpostavci u spektru nema degeneracija.
C.1 Izvod korelacijske funkcije i krutosti u ARB
Izraz za vremenski ovisni operator u ARB glasi
Aˆ(t) =
∑
n˜,m˜
|n˜〉An˜m˜ 〈m˜| ei(Em˜−En˜)t, (C.4)
gdje su |m˜〉 i Em˜ svojstvena stanja i svojstvene energije punog MBL hamiltonijana
(3.8).
Za vremenski usrednjenu korelacijsku funkciju (5.8) tada vrijedi
CAB(t) = lim
τ→∞
1
τ
∫ τ
0
dt′
1
Nst
Nst∑
n=1
〈n|
[ ∑
n˜A,m˜A
|n˜A〉 〈m˜A|An˜Am˜Aei(Em˜A−En˜A)t
′×
×
∑
n˜B ,m˜B
|n˜B〉 〈m˜B|Bn˜Bm˜Bei(Em˜B−En˜B)(t
′+t)
]
|n〉
= lim
τ→∞
1
τ
∫ τ
0
dt′
1
Nst
Nst∑
n=1
∑
n˜A,m˜A
n˜B ,m˜B
[〈n|n˜A〉 〈m˜A|n˜B〉 〈m˜B|n〉×
×An˜Am˜Aei(Em˜A−En˜A)t
′
Bn˜Bm˜Be
i(Em˜B−En˜B)(t′+t)
]
= lim
τ→∞
1
τ
∫ τ
0
dt′
1
Nst
Nst∑
n=1
∑
n˜A,m˜A
n˜B ,m˜B
[〈n|n˜A〉 〈m˜B|n〉 δm˜A,n˜B×
×An˜Am˜Aei(Em˜A−En˜A)t
′
Bn˜Bm˜Be
i(Em˜B−En˜B)(t′+t)
]
=
1
Nst
Nst∑
n=1
l˜
∑
n˜A,m˜B
[
〈n|n˜A〉 〈m˜B|n〉An˜A l˜Bl˜m˜Bei(Em˜B−El˜)t
]
×
× lim
τ→∞
1
τ
∫ τ
0
dt′ei(Em˜B−En˜A)t
′
=
1
Nst
Nst∑
n=1
m˜l˜
|〈n|m˜〉|2Am˜l˜Bl˜m˜ei(Em˜−El˜)t,
(C.5)
gdje je slicˇno kao ranije prepoznata relacija
lim
τ→∞
1
τ
∫ τ
0
dt′ei(Em˜B−En˜A)t
′
= δ (Em˜B − En˜A) . (C.6)
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Konacˇno, za krutost DAB u ARB se analogno dobiva
DAB = lim
τ→∞
1
τ
∫ τ
0
dtCAB(t)
=
1
Nst
Nst∑
n=1
m˜l˜
|〈n|m˜〉|2Am˜l˜Bl˜m˜ limτ→∞
1
τ
∫ τ
0
dtei(Em˜−El˜)t
=
1
Nst
Nst∑
n=1
m˜
|〈n|m˜〉|2Am˜m˜Bm˜m˜,
(C.7)
sˇto se u slucˇaju prosjeka po svim stanjima svodi na egzaktnu krutost (C.2).
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